4.3. TRABAJO Y ENERGIA DEL SOLIDO EN ROTACION. CONSERVACION. (12 parte)

4.3.1. Tomas un cuadrado rigido de masa M y lado L, lo sujetas por dos vértices opuestos, y lo

haces girar con una velocidad angular ®. Su energia cinética de rotacion sera:
a) MLW%/12 b) ML*w?/24 ¢) MLAw"/4 d) ML*w*/2

SOL.:

La energia cinética de rotacion Ex= Iw?/2 , por lo tanto la dificultad de la cuestion estara en el calculo del momento de
inercia del cuadrado cuando gira a través de su diagonal.

Y|
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En la figura el eje de rotacion es D y el cuadrado queda dividido en dos tridngulos iguales, cada uno de base B y altura
h. Calculamos el momento de inercia del tridngulo superior respecto del eje E. Designamos con o a la densidad
superficial del material del cuadrado Tomamos una franja de base b y espesor dy, que dista del eje y, cuyo momento de
inercia es:

dE =obdy-y’

b depende y pero se puede establecer la siguiente relacion de semejanza

B b :b:B(h—y)

h h-y h
Luego
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El momento de inercia del cuadrado es :I-=2E = o B—
2
2
La altura h estd relacionada con el lado del cuadrado h?* =L —(LTﬁJ = L7 y la masa del cuadrado es

2 2 2
M =0 L, de donde I =O'Bh6h :J-L\/E~L-L—: ML

J2 120 12

, 1, , 1ML , MLl
La energia cinética de rotacion: Er =—lw" = =

=— 1)
2 2 12 24

. La opcién correcta es b.



4.3.2. Cuando una esfera rueda por un plano con velocidad de traslacion vey y de rotacion o la
energia cinética de rotacion es respecto a la total:

a)l/s  b)2s ¢)2/7 d) 172
SOL:
La energia de una esfera que rueda con velocidad de traslacion vey y angular o, es

E.cinética total = E.de traslacion del centro de masas + Ec.rotacion
. . ., 2
El momento de inercia de una esfera respecto de un diametro es: | =—mr

mver?2 + 1o¥2 = mvey?/2 + 2mr?w?/10 .

Como vey=om 1, la energia cinética de rotacion de la esfera sera mvcy?5, mientras que la total serd :
2 2 2
Mmvey N MVey  7MVgy,

2 5 10
mve,
Por lo tanto, surelacion: __ 5 _ 2 como se propone en c.
Tmvg, 7
10

4.3.3. Un cuerpo se traslada y gira al mismo tiempo sin deslizar (rueda). Se observa que su energia
cinética de rotacion es igual que la de su traslacion del centro de masas, concluiras que:

a) SE TRATA DE UN CILINDRO MACIZO

b) SE TRATA DE UNA ESFERA MACIZA

c) SE TRATA DE UN ARO

d) NO EXISTE UN CUERPO QUE CUMPLA LAS CONDICIONES DEL

ENUNCIADO
SOL:
La energia cinética de traslacion del c.d.m = mvcy?2 (1), mientras que la de rotacion: w2 (2). Como I=mRg?, siendo
Rg el radio de giro. Puesto que el cuerpo gira sin deslizar vcy= ®R, tendremos,
1 1 1
Emvém zala)2 :EmRéwz = Vey =0R; =R = R; =R

Por lo tanto el cuerpo que gira, tiene toda la masa concentrada a una distancia del eje igual al radio. Esto nos indica que
el cuerpo puede ser un aro en el que toda su masa esté concentrada en la periferia del mismo.

4.3.4. Si la masa de un vehiculo de formula 1 es 50 veces la de una rueda (considerada como un
cilindro hueco), la relacion entre las energias cinéticas de traslacion del mismo y de rotacion de sus
ruedas, sera:

a) 0,87 b) 1,14 ¢) 1,00 d) 12,5

SOL:

Operando como en cuestiones anteriores tendremos que la E.r = mcveyn?/2, mientras que la de rotacion de las ruedas
Ecr=4(10¥2)= 2mprl®? = 2mgveye. Si la vey del vehiculo coincide con la tangencial de la ruedas vcy = o'r. Puesto
que mc =50 mg sustituyendo dichos valores, E.r= 50mgvcn?/2, Ecr = 2mgpven?, dividiendo ambas la relacion nos da
12,5 que corresponde a la solucion d.



4.3.5. Las moléculas de los gases no s6lo pueden desplazarse, sino que también giran, y por lo tanto
tienen una determinada energia cinética de rotacidon, con la cual contribuyen a su capacidad
calorifica. Si conoces la distancia de enlace CI-H (r=0,1275 nm), y que la masa del CI es

aproximadamente 35,5 veces la del hidrogeno H = 11 |

(1u = 1,66.107'kg), podras afirmar que la energia cinética de rotaciéon de la molécula de cloruro de
hidrégeno cuando gira alrededor de un eje perpendicular al de enlace que pasa por su centro de
masas con una frecuencia N, es en julios:.

a) 5.10°N2 b)2,5.10"°N2 ) 5.18.107°N? d) 5,18.10*°N?

SOL:

Tomando un origen de referencia en la masa mayor, Cl, la posicion del ¢.d.m. es.

’FL'M: Mg -0+M,, -1 r
' fem = =
?M 355M, +M, 36,5

TO

_r_355r
36,5 36,5

Las distancias de cada dtomo al c.d.m son: I, = ——; b =r

36,5

La velocidad angular & = 2aN

Considerando como masas puntuales al Cl y al H, sus momentos de inercia son:
_ 2 _ P2 _ 2
ley =Mg -1 =355My 1 5 Iy =My -1
La energia cinética de rotacion del sistema:

1 S | r3 35,5% _ - I
E, = Eﬁ“ +I)w? = 5(35'5‘””ﬁ+ Mﬂﬁr‘){mm‘ = 19,2Myr3N?3

E, =19,2 -1,66.10727(0,1275  107°)*N?_5 1310 \? J

B 4.3.6. Si la bola de la figura masa m y radio r, se lanza desde A
rodando, la velocidad minima que debe darsele para que
sobrepase sin caer la parte mdas alta del rizo de radio R,
despreciando cualquier rozamiento debera ser:

A Q a2 7Rg b),,f'Rg 0 54Rg 9 ‘1,5Rg
SOL:

La energia total de la esfera en el punto mas alto del rizo de radio R, que debe sobrepasar con la velocidad minima vg,

Vv
sera: mvg%2 + mg2R +Iw¥2 (1); [I=2mr?/5, como @ = = sustituyendo en (1):
r

mvg?/2 + mg.2R + mvp?/5= 7mvp¥10 + mg2R (2).

Ahora bien, en el punto mas alto del rizo, donde la velocidad del c.d.m es vg; para que la velocidad sea minima debe
cumplirse que la fuerza centripeta la proporcione Unicamente el peso, mvg*R = mg , por lo que vg*=Rg (3),
sustituyendo en (2), la E.total sera: 7mgR/10 + 2mgR = 2,7mgR.

. . , . 24Rg
Al cumplirse la conservacion de la energia mecanica mva%/2 =2, 7mgR , va = €cOmo se propone en ¢



o 4.3.7. En el dispositivo de la figura la relacion entre las minimas

alturas, H; y Hy, a las que se debe situar la esfera de radio r, para
() que sobrepase el rizo de radio R sin caerse, cuando baja rodando
(H) o si lo hiciera deslizando sin rozamiento (H;) sera:

a)1,05 b)1,08  ¢) 1,00  d) 1,06
SOL:

La energia total de la esfera en el punto mas alto del rizo de radio R, que debe sobrepasar con la velocidad minima vp,
o mvp?/2 + mg.2R + [w?/2 (I). =2mr?/5 , como vp=w r, sustituyendo en (I):

mvp?2 + mg.2R + mvp?/5= 7Tmvp?/10 + mg2R (II).
Ahora bien, en el punto mas alto del rizo debe cumplirse que mvp*R = mg , por lo que vp>=Rg (III), sustituyendo en
(IT), 1a E.total sera: 7mgR/10 + 2mgR = 2,7mgR. Al cumplirse la conservacion de la energia mecanica mgH;=2,7mgR ,
H=2,7R
En el caso de que la esfera deslice y no ruede, ® = 0, la expresion (1), sereduce a: mvp?2 + mg.2R .
Sustituyendo el valor de (III), La E.total en D, sera mRg/2 + 2mgR = 2,5mgR. Por lo tanto mgH,=2,5mgR , H,=2,5R.
Larelacion H,/H, =2,7/2,5= 1,08 , como se indica en b.
En el caso de que la esfera deslice y no ruede, ® = 0, la expresion (I),se reduce a: mvp?/2 + mg.2R .

Sustituyendo el valor de (III), La E.total en D, sera mRg/2 + 2mgR = 2,5mgR. Por lo tanto mgH,=2,5mgR , H=2,5R.

La relacion Hy/H, =2,7/2,5 = 1,08 , como se sugiere en b.



4.3.8.* Si una esfera de masa m, se deja caer rodando por una
pista desde el punto A, a una altura H=3R, siendo R el radio de
D un rizo incluido en dicha pista, podras decir de las fuerzas

centripetas que actian sobre la esfera, en su punto mas alto D,

R ¢ ¢l masbajo B,y el intermedio C que:

a) LA DEL PUNTO MAS ALTO ES EL TRIPLE DE LA DEL

MAS BAJO

b) LA MENOR TIENE LUGAR EN EL PUNTO C

¢) EN EL PUNTO MAS BAJO ES IGUAL AL PESO

d)EN EL PUNTO C ES IGUAL A LA QUE TIENE EN EL

PUNTO OPUESTO
SOL:

En el punto A, la esfera sdlo posee energia potencial mg3R que debera convertirse en cinética de traslacion y rotacion
en la parte inferior, B , del rizo, de tal forma que :

3mgR = mvp?/2 + [w?/2
Vg . 2 5
porrodar @ =— y elmdi. |l =—mr
r 5
Sustituyendo: 3mgR== mvg¥2 + mR?®w?/5 = mvg?¥2 + mvg/5
3mgR=7mv%/10, Asi vg?>=30Rg/7.
De ese modo, al iniciar o terminar el rizo en B.
Fcg= mvg*R = m30Rg/7R = 30mg/7
En D, empleando el mismo argumento
3mgR = mg2R + mvp2 + lo?/2 = 2mgR + mvp?/2 + mR2w?5 = 2mgR+ 7mvp?/10 .
Asi vp?>= 10Rg/7.

En este punto la fuerza centripeta Fcp = mvp?R = 10Rgm/7R =10mg/7.
Por lo tanto en B es triple que en D.

En el punto C, punto medio entre B y D, el principio de conservacion de la energia
3mgR = mgR + mvc?/2 + 0?2 = mgR+ mvc2 + mR?w?/5 = mgR+ 7mvc?/10 .
Asi ve?=20Rg/7.
Llevando este valor a F, en C: Fee = mve?R=20mRg/7R = 20mg/7, doble que en D.

Como el punto opuesto, estd a la misma altura en el rizo, sera igual su velocidad y su fuerza centripeta. Por lo tanto sélo
son correctas la solucion ay d



4.3.9. Si dejas rodar una pequefia esfera metalica por una pista,

Q == con un rizo de radio R, desde una altura h, observas que se
‘ ‘_/G . despega de la pista, cayendo al suelo. Ahora bien si pretendes
N g "'-l que al caer pase justamente por el centro del rizo, esa altura h,
| prescindiendo de todo rozamiento, sera de:
" a) 1,50R b) ,85R  ¢) 1,98R  d)2,25R
SOL:
Si se produce el despegue en el punto B, las fuerzas que actiian como centripetas son: mg senf3 + N=mvp*R y

la condicion que se cumple al despegar es que deja de tocar la pista, luego N = 0.
Asi, mgsenl =mvg¥R, vg>=RgsenB (1)
Si sale con dicha velocidad desde el punto B. tomamos un sistema de coordenadas centrado en €l, con ejes cartesianos

X (coincidente con la direccion de la velocidad) e Y perpendicular a ella y que pasara por el centro del rizo, cuyas
coordenadas son (0, -R); véase la figura, tendremos que las ecuaciones paramétricas respectivas seran:

Sobre el eje X: x=vpt - gcosB t3/2
Sobre el eje Y: y=- gsenl} t¥/2
Sustituyendo en estas ecuaciones las coordenadas del centro del rizo (0; -R) tendremos:
0=vgt-gcosB t¥2; 0=t(vg-gcosB t/2) ; vp= (t gcosB)/2 (2)
-R=-gsen t*/2, t>=2R/gsenl (3)
De (2) despejamos t y elevamos al cuadrado resultando,  t*=4vg?/g*cos?3
Sustituyendo en (3) 4vg¥g2cos*B=2R/gsenf} ; vp*= 2Rg?cos?B/4gsenll = Rg cos?B/2sen

De igualar (1) con (4) resulta: Rg senf3 = Rg cos?B/2 senf.
1

De donde: sen?B/cos?3=1/2, tanfB= \E, p = 35,26

Ahora se determinard la altura h, desde la debe dejarse rodar la esfera en el rizo para que al despegarse caiga pasando
por el punto dado.

En el esquema de la figura, debido a la conservacion de la energia mecéanica y dado que [g=2mr?/5
mgh= mgh' + mvg%2 + I®*2 = mgh'+ mvg?¥2 + mvg¥5 = mgh'+ 7Tmvp%10 ;
10g(h-h")/7 =vg>=Rg sen (5)
Como hay una relacion geométrica entre h' y R, segun se aprecia en la figura, asi: h'= R + Rsenfl = R(1+senf),
sustituyendo en (5)
h=7RsenB /10 + h" = 7Rsenf3 /10 + R(1+senfB) ;

h =0,7R sen 35,26° + R (1+sem 35,26°) = 0,7R -0,577 + R(1+0,577)=1,98 R,  tal como se propone en c.



4.3.10. Si abandonas una esfera de radio r en el punto mas alto

Q. de una cupula semiesférica de radio R=10r, de forma que
0 descienda rodando, el desplazamiento angular que habra
realizado la esfera pequefia, hasta que se despega de la cupula
v © serd aproximadamente en radianes:
a) 3n b) 27 c)m d) n/2
SOL:

Se abandona la esfera en A a una altura R+r, produciéndose el despegue en B, a una altura h' ( h” es la distancia del
c.d.m. de la bola al suelo horizontal). Lo cual implica un desplazamiento angular ¢ en la ctipula.
Las fuerzas que actuan sobre la esfera en este punto son:

Y’ Sobre el eje Y, en el sistema de referencia centrado en el c.d.m de la esfera,
B actuan:

N
mgeos ¢ mgsen® - mgcosp + N = -mVBZ/(R+r).

R

mg

h\ X

Cuando abandona la cipula N = 0. Por lo tanto

vp*=(R+r)gcos ¢ (1)

El principio de conservacion de la energia, aplicado a este caso (R=10r), y considerando lo realizado en cuestiones
(I w? m’t‘g.)

anteriores, donde 2 5 , resulta que la variaciéon de energia potencial gravitatoria se transforma en

cinética de traslacion del c.d.m y de rotacién alrededor de un eje perpendicular que pasa por el c.d.m.

mg(R+r) - mgh' = mvg¥2 + lw?/2 ;
mg(R+r-h") = 7mvg¥10 .

Como h'= (R+r)cose = 11rcose , sustituyendo en la ecuacion anterior:

11gr (1-cos @) =7 v*5/10

Sustituyendo (1) queda:
11gr — 11gr cose = 0,7 - 11gr cos @

11 =011+ 7,7}cos @ = @ = 54

Por rodar la esfera pequeiia sobre la grande, la longitud de arco recorrido sobre la esfera grande S y la recorrida por un
punto de la periferia de la pequefia s, son iguales, S =s.

Llamando con 6 al angulo girado por la esfera pequefia y recordando que la longitud del arco es igual al angulo en
radianes por el radio resulta:

5 R= 48 g 1or 10+ 54 T 3
= 5; . - T3 I — = : —_—= T
v T ¢ 1580

Como se propone en a.



