4.SOLIDO RIGIDO

4.1. MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RIGIDO. MOMENTO DE INERCIA

42. FUERZASY MOMENTOS EN DINAMICA DE ROTACION

43. TRABAJO Y ENERGIA DEL SOLIDO EN ROTACION. CONSERVACION.
44. CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR

4.1. MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RIGIDO. MOMENTO DE INERCIA. DETERMINACION.

4.1.1*. Un sdlido rigido es como un:
a) SISTEMA DE INFINITOS PUNTOS MATERIALES CUYO CENTRO DE MASAS NO
CAMBIA DE POSICION RESPECTO DE UNOS EJES FIJADOS EN EL CUERPO.
b) SISTEMA DE INFINITOS PUNTOS MATERIALES CUYA DISTANCIA ENTRE ELLOS SE
MANTIENE CONSTANTE AUNQUE SE MUEVA
c) SISTEMA DE PUNTOS MATERIALES TALES QUE AL SUMAR LA MASA DE TODOS, SE
OBTIENE LA MASA DEL CUERPO.

d) PUNTO MATERIAL DE GRAN MASA
SOL:
Como su nombre indica el sdlido rigido por e hecho de ser un sélido estaria formado por infinitos puntos material es masicos,
pero al ser rigido, estos puntos materiales conservarian las distancias entre ellos, aunque €l conjunto se mueva.
Por ello las propuestas. ab, y ¢ sonciertasy d esfalsa

4.1.2. * Todos los puntos de un solido rigido que giraalrededor de un g e, independiente de su distanciaa
éste, tienen lamisma:

a) ACELERACION ANGULAR

b) VELOCIDAD LINEAL

¢) VELOCIDAD ANGULAR

d) DESPLAZAMIENTO ANGULAR

SOL:

Las opciones a, ¢, d, son verdaderas por ser magnitudes angulares, mientras que la b, es falsa por depender la velocidad lineal
deladistanciadel punto a € e de rotacion.

4.1.3. Cuando un cilindro rigido de radio R, rueda por una mesa (rueda sin deslizar),en cada instante:

a TODOSLOSPUNTOS QUE ESTAN EN CONTACTO CON EL SUELO TIENEN
VELOCIDAD NULA

b) LOS QUE ESTAN A UNA DISTANCIA 2R DEL SUELO, TIENEN UNA VELOCIDAD
DOBLE QUE LA DEL CENTRO DE MASAS.

¢) LA VELOCIDAD DEL CENTRO DE MASASES SOLO DE TRASLACION

d) CUALQUIER PUNTO SITUADO RESPECTO DEL CENTRO DE MASAS A UNA
DISTANCIA INFERIOR AL RADIO R, TIENE UNA VELOCIDAD MAYOR QUE EL DOBLE
DE LA DEL CENTRO DE MASAS.

SOL:
Las soluciones correctas son laa, lab, y lac, y lad, esfalsa



4.1.4.* El momento deinercia de un solido respecto a un e que pasa por su centro de gravedad:
a) ESUNA MAGNITUD VECTORIAL
b) MIDE LA INERCIA DE UNA MASA EN ROTACION
c) SEMIDEEN EL SlI. EN kg.m
d) ESIGUAL A LA MASA DEL CUERPO POR SU RADIO DE GIRO AL CUADRADO
€) DEPENDE DEL EJE SOBRE EL QUE GIRE EL CUERPO

SOL:

Ladefinicién de momento deinercia | = Zm, ri2 €s unamagnitud escalar pues tanto la masa, como el cuadrado de la distancia

al gje de giro de cada punto material lo son, se mide en el Sl. a partir de la formula de definicion anterior en kg.m?, por lo cual
son incorrectas las propuestas ay ¢. Puesto que mide la inercia de un cuerpo en rotacion (una piedra girando es mucho més
dificil de detener cuanto més masay mayor sea el radio de su trayectoria), son correctas las propuestas b y d. También lo esla
e,

4.1.5. Euler, en 1760, escribe la "Theoria motus corporum solidorum”, en ella se fijan las bases de la
mecanica del cuerpo solido y se define e momento de inercia. Para calcularlo de forma simplificada es
necesario determinar el radio de giro. Si dispones de una pieza formada por tres cilindros coaxiales de
igual masa M y cuyos radios extremos son iguales y dobles del de la pieza central R, diras que su radio de
giro al rodar sobre unamesa es:

a R b) Rv2 c) Rv3 d) RT*/E

I. de un cilindro respecto de un g e que pasa por su c.d.m.= mrz/2

SOL:

Sumando los m.d.i. de cada pieza resulta: H:
%M(zR)2 +%MR2 +%M(2R)2 =3MR2 = R, =R§

4.1.6. Cuatro esferitas de masas m;=1g, my=2g, mz=3g Yy my=4g
estdn engarzadas mediante un aambre de masa despreciable y
longitud L=0,9m. Las masas m; y m, ocupan los extremos del alambre
N y my esté a una distancia L/4 de m;, mientras que ms esta a la misma
L=0.9m distancia de my. Si a sistema se le dota de un ge que pase por €
centro de masas y sea perpendicular a aambre resulta que el
momento de inercia, expresado en kg.m?, es:
a) 10 b) 10 c) 10 d) 10°
en cambio s €l ge de giro pasase justamente por la bola m; el valor
del momento de inercia en las mismas unidades es:
a) 4,7.10 b) 4,7.10°  c) 4,7.10* d) 3,3.10°

SOL:
Calculemos en primer lugar la posicion del centro de masas del sistema. Para ello
U L_) tomemos como gje X el alambrey origen en lamasa m;.
< o > L/4 Xem= [m1.0+m2.(|_/4)+m3.(3L/4)+m4.L)]/(m1+m2+m3+m4):
m, m, cdmi S 2 (L/2+9L/4+4L)/10= (27/40) L.
—9—9—‘9—0 Conocida la situacion del centro de masas se puede calcular la distancia de cada
27L/40 m, m, masa al ge de giro, estas distancias son:

27L/40;  27L/40-L/4 = 17L/40; 3L/4-27L/40=3L/40;  L-27L/40= 13L/40.

Aplicando la expresion del momento de inerciaresulta:

| = =m, 1> = m, (27L/40)%+m, (17L/40)*+mg (3L/40)*+m, (13L/40)?

| =(2010.10°*/1600)L= 10 kg.m?
Si el gjedegiro estd sobrelabolam,; € momento deinerciaes:

| = =m, ;% 1= my(L/4)2+my(3L14)%+m,L %= 4,7.10° kg.n?.

A



L 4.1.7. Una pala matamoscas esta hecha con cuatro varillas metalicas
. — de masa M y longitud L, que tensan una tela metadlica de masa
despreciable, soldadas por € centro de una varilla a un mango de

< > longitud 4L, y de masa M. Si para matar una mosca la haces girar
e Gl desde su extremo, su momento de inercia sera aproximadamente:
a) 84 ML? b) 8OML?>
c) 90ML? d) 87 ML?
Momento de Inercia de unavarilla de masamy longitud L, respecto a
= 4,5L N un ge que pasa por su c.d.m lg=mL%/12
< M< 2L 3 SOL _
M Segln el esquema dado, |a pala se puede descomponer a efectos de giro desde el
> mango en varillas, aplicando a cada caso € teorema de Steiner:
B A 4L () | del mango, desde d eje de giro del sistema: Iy = lo + M (AL/2)2=1+4ML2
N ST. - I, == ML) + aML? = Om2
12 3

| de dos vaillas laterales: I,L=2[ Ic + M (4L+L/2)?=2c+40,5ML>

[, =2 iML2 +40,5ML? =%ML2
12 3

| devarillaA seconsiderapuntual): M (4L)2= 16ML?

| de varillaB (se considera puntual): M (4L +L)2=25M L2

Sumando los momentos de inercia resulta: | =87 ML? Lacorrectaeslad.

4.1.8. Una chapa rectangular de base b y altura h cuya densidad superficial es sy masa m puede girar
alrededor de un gje que es paralelo alabase b y que pasa por el centro de la chapa. EIl momento de inercia
€s.

mh? mh? mh? mbh
AT b) 73 976 )3
SOL:
En la figura esta representada la chapa rectangular de dimensiones b y h. Para hallar el
4y md.i. hay que tomar un conjunto de puntos que estén todos a igual distancia del ge
h y tomaremos |la banda negra de la figura. Sobre €ella aparece destacada una seccién que tiene
oo POF base b y por alturady.

Dicha seccion dista del ge de giro la distanciay. Observe que y es una variable ya que la
seccién sefialada puede estar mas 0 menos algjada dd ge. Si se toma como ge X e de giro
entonces los limites de la variable y son: -h/2 y h/2.

El momento de inercia de esa seccién es di=dmy?, siendo su masadm =b.dy. o

b El momento deinerciade todala chapaeslaintegral es:

N
v

h
35 bh3
boyldy=ch 1| =%
e UL*L 12
2

h
2
| = Jyzdmz

-h

,\,H_-_.,\,\g—

Lamasadetodalachapaes. o bh, s llevamos este valor ala expresion inmediata anterior resulta que el momento de inercia
mh?
€s I = ETE gue corresponde ala propuesta a



4.1.9. Una chapa tiene forma de triangulo isbsceles de base b y atura h. La chapa tiene una densidad
superficial sy un gje de giro paralelo alabase y que pasa por e centro de masas, por tanto e momento
deinerciaes:
mh? . mh? mh? . mbh
a) .~ Tho C) —~ A
) 36 ) 18 ) 6 ) 6
SOL:
Se calcula el m.d.i. respecto de um ge paralelo que pase por la base y después se aplicard El teorema de
Steiner.
B En la figura esta dibujada la chapa con su gje giro y una seccion de base x y distanciay al
gje de giro. Se puede observar que y es una variable que depende de donde cologuemos la
seccién, ya que puede estar mas 0 menos del gje de giro. Los limites de esta variable son
ceroy laaturah. Fijese que la base de la seccion x es también una variable ya que su valor
depende de donde esta colocada la seccion. Si esta pegando a gje de giro x coincide con la
5 ok basey esnula, si laseccion estaen el vértice del triangulo.
A 5 Por Ultimo ambas variables x e y no son independientes una de la otra sino que estan
h / \ Y relacionadas por la proporcion que resulta de comparar los tridngulos semejantes ABC y

X — —
b A'BC": E=h—hy, deloque x=b%. Lamasa de esa seccion es dm = o.x.dy .

A C Si se sustituye el valor anterior de x resulta: dm = a.b% dy

b El momento de inercia de esta seccién es dI = y?dm = a.bh;hy y2dy

y €l del triangulo respecto al ge que pasa por labase es:

h h B 3 37" 3
I:Iyzdmzj.a.buyzdyzab h®_h7 | _gobh
0 0 h 0

3 4 12

Dado quelamasadel triangulo esm= o bh/2 resultaal sustituir en la anterior expresion
mh?

| =———
6

Si el ge pasa por € centro de masas del tridngulo y es pardelo a la base hemos de recordar que € centro de masas del
tridngulo esta situado en la altura y a una distancia de la base que vale h/3 y aplicar e teorema de Steiner o de los ges
paralelos: | = lgy+md?

En esta expresion | es el momento de inercia del tridngulo respecto del gje que pasa por la base, Icy € correspondiente aun gje
paralelo al anterior y que pasa por el centro de masas, m la masa del tridngulo y d la distancia entre ambos gjes que vale h/3.
Por consiguiente: Iy = I-md? = (1/6)mh?m(h/3)? = (1/18)mh? que corresponde ala propuesta b

4.1.10. El momento de inercia de una chapa de formacircular (radio R y masam) respecto aun ge de
giro que coincide con uno de sus diametros es:
mh? 1 mh? mh? . mh?
¥ 36 ) 18 9 "6 ) 2
SOL:

Z Para resolver este gjercicio podriamos seguir € método empleado en los anteriores que
consiste en considerar una franja de sdlido de espesor dy y luego integrar, sin embargo este

P procedimiento nos conduce a una integral algo dificil de resolver, por €lo es preferible
/.-"’ hacer uso del teorema de los gjes perpendiculares. En las siguientes figuras se representa el

ry Y circulo con unos g es coordenados. El elemento de masadm distax del geY ey del ge X,
con lo cual podemos considerar sendos momentos de inercia sobre ambos g es:

Iy :Iyzdm; Iy :Ixzdm

X dada la simetria de la figura se comprende que |,=Il,. Si se dibujala figura en perspectiva
con & ge Z. El momento de inerciarespecto del gje Z viene dado por laintegral

I, =J.r2dm:J‘(x2+y2)dm= Iy +1y =21y
El momento de inercia respecto a e elegido que coincide con € ge Z vale (1/2)mr?, por tanto, e momento de inercia sobre
I, 1/2mr? mr?

Z
—£ = = ——. Escorrectalarespuestad.
2 2 4 =P -

uno de losdidmetrosesigual a |y =
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4.1.11. Una superficie plana tiene la forma y dimensiones indicadas en la
figura. S existe un gje de rotacion que pasa por € centro de masas y es
perpendicular a€ella, e momento de inerciaes:

a) 2m/9 b) 3m/9 c) 4m/9 d) 5m/9
SOL:

En primer lugar vamos a situar el centro de masas de lafigura, paraello la dividimos en dos
partes que estan sefidladas en lafiguracomo 1y 2.

L os centros de masas de ambas partes tienen |as siguientes coordenadas;

Figural (0,5 1).Figura2 (1,5 0,5)

Y SuS respectivas masas son: my= 20 , my= O , siendoo la densidad superficial del
material.

Las coordenadas del centro de masas de lafigura son:

20-05+10-15 25 20-1+10-05 2,5m

X = m;y =
oM 30 3 oM 30 3

Los momentos de inerciade 1y 2 respecto de un gje que pase por su centro de masasy sea
paralelo a ge X es, de acuerdo con lo visto en 4.1.10. :

(|1) :abh320-1-23:2_0 _ ('2) _O'bh3_0'~1~13:£
X ! X

12 12 3

12 12 12

Ladistanciadel centro de masas de 1 al centro de masas del conjunto de las dos figuras es:
d;=1-(2,5/3)= 0,5/3 metros., y delaparte 2: d,= (2,5/3)-0,5= 1/3 metros.
Aplicamos el teorema de Steiner alaspartes1y 2:

2 2
() 2 ( ) 2 20 0,5 o 1
Iy = I1X+m1d1 +\Is X+m2d2 =?+20'~ ? +—+o0-|—| =

90 050 o6 90 150 270+60c 330 1llo
+ + + = =
12 9 9 12 9 36 36 12

dadoquem=30 , |,=11m/36
Si ahorarealizamos un calculo similar pero respecto de los gjes de las partes 1 y 2 paralelos
a geY resulta

3 3 3
('1)y :abh 20-2-1 _ o : ('2) :abh 20'~1~1 _c
6 y

12 12 12 12 12

Ladistanciadel centro de masas de 1 al centro de masas del conjunto de las dos figurases:
d;= (2,5/3)-0,5= 0,5/3 metros. Y lade laparte 2: dy= 1,5-(2,5/3)= 2/3 metros.

Aplicamos el teorema de Steiner alaspartes1y 2:

2 2
L =(y) ma2a(i,) +ma2=Zios (2] L2 2)

12 3
3¢ 050 40 30 450 90+180 270 90
12 9 9 12 9 36 36 12

dado quem=30 , |,=9m/36
De acuerdo con el teorema de l0s gjes perpendicul ares resulta:

I= I+ly= 11m/36+9m/36= 5m/9, que corresponde ala propuestad



4.1.12. El momento de inercia de un cono de radio de labase R y altura h
respecto a un gje que pasa por su verticey por e centro de la base es:

mR? 3mR? 7mR?

10 b) 1o 9 10
SOL.:

Escogemos una seccion del cono que tiene de radio r y altura p, tal como se indica en la
figura. Esa seccion tiene un espesor infinitesimal dp. Se observa que p y r son variables ya
gue podemos escoger la situacion de esa seccion més cerca o mas lgjos de la base del cono,
asi los valores extremos de la variable p son cero y h. Las variables p y r no son
independientes sino que pueden relacionarse mediante la proporcion:

a) d) mR?

h/R = (h-p)/r y de aqui p = h(1-1/R)

El momento de inercia de la seccién escogida respecto del ge que atraviesa el cono es:
di= (1/2)r’dm, puesto que corresponde a un disco que tiene radio r y masa dm.
El momento deinerciadel cono eslasumade las secciones en que lo dividimos, esto es:
r2dm
2

Ahora el problema consiste en resolver la anterior integral. Podemos escribir que:
dm= pdV sendo p ladensidad del material del conoy dV el volumen
de la seccidn escogida.

dm= pdV = p Bridp, llevado alaintegral resulta

2 4
' :Ir gm przr dp , como p = h(1-r/R); dp = - (WR)dr, finalmente:

0 570
I:J. ﬁphr4dr:_7zph r :ﬂth4:7rth2'R2
2R 2R | 5], 10 10

R
Como mZ%ﬂthp:>3m=7Z'R2hp =

|- mR?
10

gue coincide con la propuesta b

4.1.13. Si un solido rigido tiene e mismo momento de inercia respecto a los tres ges cartesianos que
pasan por e centro de masas, podras asegurar que este cuerpo es.

a) UNA ESFERA MACIZA b) UN CILINDRO MACIZO

¢) UNA CORTEZA ESFERICA d) UN ARO

e) NO SE PUEDE PRECISAR

SOL:

Las soluciones correctas seran laay lac, puesto que el m.d.i. depende de la distribucion de lamasay de su distancia al gje de
giro. En este caso por razones de simetria, las Unicas figuras consideradas que cumplen estas condiciones son la esfera maciza
y la corteza esférica con independencia del didmetro que se pueda tomar. También un cubo cumpliria la condicion del
enunciado



L
SOL:
A dx
- [dm] |
'é > 5
L [
Al B
|
SOL:

>
>

[dm]

i

v

4.1.14. Una varilla delgada tiene una masa M y una longitud L.
La densidad crece uniformemente desde un extremo A hasta el

B
__a otro B de tal modo que la densidad en e extremo B es doble que

end A. Si lavarillaposee un ge perpendicular alamismay que
pasa por el extremo A, el momento de inercia respecto a ese gje,
vae:

ML2 5ML2 7ML2 1IML2
d g b) g 9 18 ) g

Sea ), ladensidad lineal en A y A en cualquier punto situado ax de A, y de

acuerdo con e enunciado A = A, +/10% La masa de un elemento dm

situado aunadistanciax de A, ser& dm=A1.dx = [/10 + 4 %jdx y lamasa
detodala varillaes

L X 3
M = L (/10 2 t)dx = AL

L
Parahallare mdi | = Ixzdm :Io xz(ﬂo + A %)dx :1—72/10L3

Para ponerlo en funcion de lamasatota delavarilla

| =l/‘toL3 :(E%LJ(E'lej: M lLZ :1|\/||_2
12 2 312 18 18

Larespuesta correctaeslac)

4.1.15. Una varilla delgada tiene una masa M y una longitud L.
La densidad crece de forma directamente proporcional a su
longitud desde un extremo A hasta €l otro B. Si la varilla posee
un ge perpendicular alamismay que pasa por €l extremo A, €
momento de inerciarespecto aese ge, vae:

ML? 5ML? ™ML? ML?

73 D3 973 )

Si suponemos que ladensidad lineal es A , y crece proporciona mente a su longitud,

s consideramos una longitud x, su densidad A sera kx, siendo k la constante de

proporcionalidad. Consideremos un elemento de masa dm, de longitud dx, situado a

unadistanciax del ge A (véase lafigura), y con la densidad dada, dicha masa seria

dm=Adx=kxdx, y €& momento de inercia respecto a A,
L L 4 L kL4

| = J.xzdm = |kidx = k{%} = Por otra parte la masa de toda la barra se
0 0

cacularda M =J-dm=_[kxdx:k{x7} =%. S sustituimos € vaor de M, nos
0 0 0

2
gueda que I=% como seindicaen d.



4.1.16. Un cilindro A, un cilindro hueco (corteza) B, una esfera C, un aro D, y una esfera hueca (corteza)
E, delamismamasamy radio R, pero diferente material, se hacen rodar por una mesa. Sus momentos de
inercia respectivos estarén ordenados asi:

a) A=B=C=D=E b) D>B>E>C>A

c) D=B=E>A>C d) D=B>E>A>C

Datos: Momento de inérciade unaesferahueca | = %mR 2

L. ) 2
Momento de inérciade unaesferamaciza | = E mR?

SOL:

Los momentos de inercia de un cilindro hueco (corteza) a suponerse toda la masa concentrada en la periferia, tiene un
momento de inercia respecto a un gje que pasa por su c.d.m. | = mR?, a igual que un aro y por lo tanto Ig= Ip. Sin embargo en
€l caso de una corteza esférica 0 esfera hueca, | = 2mR#/3 = 0,66mR2. Los momentos de inercia de los cuerpos no huecos
homogéneos cilindro y esfera son respectivamente:; | .= mR%2 = 0,56mR2y |c= 2mR%5 = 0,4mR?, independientemente del
material del que estan hechos. Por lo tanto el ordenamiento se haré&: 1z=Ip>Ig > 15> |, tal como indicala propuestad.

4.1.17. Si un cilindro de masa M y radio R, lo atraviesas por un diametro en
el punto medio de su altura H, con un alambre rigido que sostienes por sus
extremosy la hacer girar el momento de inercia en ese caso ser&:

a) MR?/2 ) b) MR%4
c) DEPENDERA DE LA ALTURA d) MR?
SOL:

Se tratara de aplicar ¢ teorema de los gjes perpendiculares, 1, =1, +1, yaque e de

giro en este caso I; es perpendicular atodos los gjes perpendiculares a su generatriz y que
pasan por el centro de masa (gje por € punto medio de sus bases) Si se toman dos ges
perpendiculares entre si, los momentos de inercia respecto de ellos serén iguales,
[lamémoslos Iy e Iy y con Iz, a m.d.i. respecto del ge de simetria del cilindro y puesto

que I; = MR#/2 y también 1, =1, +1, =21, en este caso & momento de inercia
_ MR?/2 _MR?

: 2

alturadel cilindro. Por ello la Unica respuesta correctaeslab.

respecto al ge perpendicular vale: |

independientemente de la

4.1.18. Si dispones de un cilindro de radio R igual a su altura, podras determinar que la relacion entre los
momentos de inercia de éste, respecto a un gje tangente a su perimetro, y de otro perpendicular al dado
gue pasa por €l centro de una de las bases es:

a 12 b) 2 c) 3/2 d) 3

SOL:

I, I, Segin e dibujo adjunto, el momento de inercia |z, se puede calcular
# aplicando €l teorema de Steiner. Asi 17 =lg + mMR2 = mR%/2 + mR2 = 3mR%/2.

Mientras que lg, se puede determinar aplicando e teorema de e€jes
M perpendiculares junto el de Steiner.
H I Por el primero calculariamos I , esto es el momento de inercia respecto a un
gje perpendicular a que pasa por € c.d.m.= mR¥4 (la suma de los dos
momentos de inercia iguales, debidos a ges perpendiculares debera ser igual
a mR?/2). Aplicando el teorema de Steiner determinariamos lg=Ic+ m(h/2)2.
Como H=R, Ig = mR¥4 + mR2/4 = mR?/2. Por lo tanto 1,/1z=3. La respuesta
correctaseralad.




