3.4. SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS (continuacion)

3.4.16.* Laenergia cinética interna o energia cinética en € sistema de referencia del centro de masas de
dos particulas A y B , con masas respectivas ma y mg, y velocidades v, y V, en un referencial de

|aboratorio, es:

a MENOR QUE LA ENERGIA CINETICA DE LAS PARTICULAS EN EL SISTEMA DE
REFERENCIA DE LABORATORIO

b) IGUAL A LA ENERGIA CINETICA DE LAS PARTICULASEN EL SISTEMA DE REFERENCIA
DE LABORATORIO

c) NULA S| LAS PARTICULAS SE ACERCAN O ALEJAN DEL CENTRO DE MASAS CON
IGUAL MODULO DE SUSVELOCIDADES RESPECTIVAS

d) IGUAL A LA MITAD DE SU MASA REDUCIDA POR EL CUADRADO DE SU VELOCIDAD

RELATIVA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LABORATORIO
SOL:
Supuestas dos particulas A y B, masas y velocidades respectivas ma,va Y Mg Y Vg , €n un sistema de referencia de laboratorio,
su energia cinética sera la suma de | as energias cinéticas de cada particula, esto es Ec=mava2/2+ mgve/2 (1).
_m AV, + MgV
o m, +m,

Como la

En el sistema de referenciadel centrodemasas: V, =V, =V, ¥ Vg =Vg —Vy

Despejando Va y Vg , tendremos que: V, + Vg, =V, y Vg + Vg, =V

Sus médul os elevados al cuadrado y sustituidos en (1), hacen que:

Ec=ma(V'a* Vem)#2 + mg(V's+ Ven)%2 =

MAV'A22+Mp V)2 + 2MaViaVem/2 + MeV'e/2+ Mevey2 + 2mgV'gVen/2 .

Agrupando y simplificando:

[MAV'AZ2 + mgVv's/2] + [(Ma +Mg)vem)?2] + [(MaV'A +MeV'E) Veu].

El primer término , mav'a%/2 + mgv's/2 supone la energia cinética de las particulas A y B en el sistema de referencia del centro
de masas, 0 energia cinéticainterna.

El segundo , (mx +mg)vewm)¥2 eslaenergiacinéticadel centro de masas, supuesta en él todala masa del sistema.

El tercero, (maVv'a +mgV's) Veu Se anula por serlo asi la cantidad de movimiento en € sistema de referencia del centro de
masas.

Por o tanto ECiqq = EC intema + ECcm, €Xpresion que se conoce como segundo teorema de Konig.

Por este motivo, la propuesta a es correctay no lab.

S ‘\7;\‘ = ‘\75‘ , esto es, los médulos de las velocidades de A y B referidas al centro de masas son iguales , nunca se anulariala

energiacinéticainterna, por ello es erréneala propuestac.
También la energia cinética interna, se podria expresar en funcién de la masa reducida, pues en la cuestion 3.4.7. se ha visto
que:

2= — — —
_ oM, +mmg¥y _ mmg(V, —Vy) _

m,V, =m,v, —mv., =m,V = pu(V, -V
AYA AYA ATCM ATA mA+mB mA+mB (A B)
2= — — —
. _ _ _ o omgV +mymgV,  m,mg(V, —V o S o
MgVg = MgV — MgVgy, = MgV, — BB ATBTA _ A B( B A)zy(vB_vA)Envalor modular: 1 |VA—VB| y
m, +mg m, +mg
7 |VB —\7A| respectivamente
A

Al multiplicar laprimera por 7 , obtendremos la energia cinéticade A, en el sistemade

referencia del centro de masas (SR.CM.) : Ec, = %QVA _VB‘),‘VA‘. Aplicando € mismo razonamiento a la particula B,

Ec, = EQVB — ¥, ),| Por ellolaenergiacinéticainterna seréla sumade ambasEc,, , = %(]VA —\7B|)2 , que coincide con la

2
propuestad.



3.4.17* .Dadas dos particulas A y B, de masas respectivas 4 y 6 kg, situadas en un sistema de referencia

de laboratorio, con vectores de posicion 7, =2ti m y iy =t j m, diras que:

a) SU ENERGIA CINETICA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LABORATORIO VALE 11J

b) SU ENERGIA CINETICA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS VALE
5J

€) SU ENERGIA CINETICA DEL CENTRO DE MASAS VALE 10J

d) LA ENERGIA CINETICA DE SU MASA REDUCIDA CONSIDERANDO LA VELOCIDAD
RELATIVA DE LASPARTICULAS, SERA 6J

SOLUCION
r dr, - _odrg - L . . .
Dado que v_z—; =d—tA=2| ms Vg :d—f:jms 1. de lo que en e sistema de referencia de laboratorio:
2 2
Ec = 4'5 +%—113 COmoO Se proponeen a
v Vg 4.2 +6ij - - . [
Vey = MaVa*MeVe _ 24 *0 _ 457, 06jms™. cuyo modulo vale 082+06% =1ms™*. Por lo que
my +Mg 10
Eccav) = (4+6).12 =5J como seindicaen b.

En & sistemade referenciadel centro de masas:

Vo=V, —Vey =20 (08 +0,6]) =12 —0,6] ms ™ cuyo médulo =,/1,8 ms™*
Vg =Vg —Voy = ) — (087 +0,6]) =08 +0,4] ms*, cuyo médulo =,/0,8 ms™*
por lo que laenergiacinéticaen el sistema de referencia del centro de masas ser&

Ec'= 418 6—(2)8 =6J , que no coincide con la propuesta c. Como se observa la energia cinética en € sistema de referencia

2
del centro de masas, es igual a la energia cinética en € sistema de referencia de laboratorio, menos la energia cinética del
centro de masas, supuesta en €l toda la masa del sistemay serdigual ala energia cinética de su masa reducida, con lavelocidad
relativa de las particulas entre si, 0 sea

EC:%(]VA—VBDZ; Vy—Vg=2i—jms™, cuyo maédulo valeli, —Vg|=+5ms™
. mamg
mientras que —~—2— = ;1= 2,4 kg , por lo que Ec = > (IVA_VB|)2 =%.5=6‘J , como se sefidla en lapropuestad
My +Mg



3.4.18*. Dadas los vectores de posicién de dos puntos materiales A y B, de masas respectivas 2M y 3M,
r,=t’ yfr,=2t°] ,podrésafirmar que alos 2 segundosy en el sistema de referencia del centro de
masas :

a) EL VECTOR DE POSICION DE A ES 2,4i —4,8] m

b) EL VECTOR DE POSICION DE B ES 1,6i +3,2j m

C) LA ENERG[A CINETICA DE LASPARTICULASES 48MJ
d) LA ENERGIA CINETICA DEL CENTRO DE MASASES 48MJ

e) LA VELOCIDAD DE A RESPECTOA BES 4i -8jms™

= M T
Dado que T, = ZI\/II L (1), en e sistema de referencia de laboratorio (S.R.L.).
i
Si consideramos dos puntos materiales my=2M y mg = 3M, con ra y g, en €l SR.L.,| 0s vectores de posicidn respectivos en
el SR.C.M., serian:

F =T, — Ty (), y T, =T, — Ty, ().
Sustituyendo en (1),

b Ml + Mgl _2M.7T +3M.2t%] :2tizi~+6izjm(|v)
M m+m, 5M 5

Llevando estevalor a(ll) y (111):

r, =t - (0,4t27 +12t2]): 0,6t —1,2t%J m. A los2 segundosi, = 2,47 — 48] m

iy = 277 — (0,417 +1,2t*] )= —0,4t% +08t°] m . A 10S 2 segundos r; =-16i +32j m
dr’
dt

Comoy =—, V,=L12ti —24tjms™* vy V, =08t +1,6f ms™

End SR.C.M..
Parat=2s, lavelocidad de A respecto aB ser& v, — v, = 2ti —4t] = 4i —8] ms™* (V).
L as energias cinéticas en este sistema serdn alos 2s.

2
Vi = @2t + (- 2.4t) =472t ms ™ Ec, =% =M.7,24=288M J ¥

3M.32t2

Vs = (-08)% + (L6t)° = /3217 ms™ Ec, =15M.32.4=192M J

Y latotal serialasumade ambas, o sea 48MJ.

Sellegariaa mismo resultado partiendo de laformula g ZEQVA_VB )2, siendo # lamasareducida
2

2
Asi _MaMg :ﬂ:6M -12M Cdculando & moédulo de la velocidad relativa para t=2s a partir de
m, +mg 5M
oF oF _ e 1,2M (4% +(-8)°
VA:dTAzzti”:Mms*ly sz%ijzgjmsfl Vp—Vg=4i-8jms ™ Ec= 2 =0,6M.80=48M J
t

Laenergiacinéticadel c.d.m. considerando ahi todala masa, se obtiene calculando vy, a partir de (1V), por derivacion.
As g, =9 _ogi 24§ mst

dt
Sumédulo seré& |7, |=+/(0.80)> + (2,4tf =253 ms™
5M (2,53t)

Porlotanto Ec,,, = =25M.(2,53.2F =64M J

2
tal en el sistema de laboratorio =g, :w =25M(2532F =64M J iguad ala
2

suma de las dos energias cinéticas, lainternay ladel centro de masas. Por |o tanto, laopcion d) esfalsa



3.4.19. En la expresion If,, AmyV, las velocidades estan referidas a centro de masas del sistema, por

consiguiente el anterior sumatorio para un sistemade particulas vale:
a) CERO
b) Mgy , SIENDO M LA MASA DEL SISTEMA

C) DEPENDE DE LA VELOCIDAD QUE TENGA EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA

d) Lew
SOL:
El sumatorio se puede desarrollar asi:

STy AT, = gy AN, + Ty AMTs + oo Ty AMT = Toyy (MY, + M0, + ...+ M7 )=0
El resultado es cero ya que la suma que figura dentro del paréntesis es la cantidad de movimiento del sistema respecto del
centro de masas y esa sumaes nula. Es correctala propuestaa

3.4.20. Dos particulas de masas iguales giran a velocidad angular constante alrededor de su centro de
masas, siendo L, €& momento angular del sistema. Si se duplica la velocidad angular » de cada
particula, entonces el médulo de Ly, :

a) PERMANECE IGUAL

b) SE DUPLICA

C) SE HACE CUATRO VECES MAYOR
d) SE HACE DIECISEISVECES MAYOR

€) NADA DE LO DICHO
Sol:

Designamos con L ala distancia entre las dos particulas. Al tener la misma masa € centro de masas est4 a la misma distancia
delasdos, esto es, L/2. El momento angular de las dos particulas es:

g 5 s g
oy -
* i e -3
_— o o
LY > 1
\ Pt .
-~ ~ L y
oL -
- / S
/

UVl /
A

L, = KAMY = 1, jAm(~vi) =%va2 L= my = A mvi = %va
2

L:I:1+I:2:LvaZ:>L:Lma)%:L?ma)

Como larelacion entre e médulo de momento angular y la velocidad angular @ eslineal, al duplicar la velocidad angular
también se duplica dicho moédulo. Es correcta la propuesta b.



3.4.21*.S dos puntos materiales A y B, se mueven por €l ge X en su sentido positivo, B con doble

velocidad que A, que tiene a su vez doble masa que B. En €l sistema de referencia del centro de masas

dirias que:

a) A'Y B TENDRIAN IGUAL VELOCIDAD

b) LA VELOCIDAD DE A RESPECTOA B SERIA IGUAL A LA QUE TENDRIA A RESPECTOA B
EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LABORATORIO.

c) A TENDRIA DOBLE ENERGIA CINETICA INTERNA QUE B

d) EL MOMENTO CINETICO DE A SERIA IGUAL AL DEB

SOL:
Smy=2mymg=m, V, =Vi yV, =2vi ,

_MpVy +MgVg _ 2m.vi +m.2vi :ﬂ'”

m, +mg 3m 3
oo o - v - G o = = N
Vo=V, Ve =Vi —— i =——imsty Vg=Vg—Vgy =2vi——i =ims !
o 1 R V- 2V -
Vp—Va=—vimsTy ¥,V =—2i - =i ms*

Por |o tanto, mientras b es correcta, ano lo es.

Laenergia cinética interna de A = 2m. v4/2.9= mv2/9 , mientras que la de B=m.4v2/2.9= 2mvZ/9, por lo tanto la de B es doble
deladeA,y no al revés,comoindicac.

El momento cinéticode A, L, =T, A 2mV, =r,i A 2mvi =0, puesto que sen'=0

yeldeB, L, =F, AmV, =i Am.2vi =0, por lamismarazén. Por lo tanto la propuesta d, es correcta.

3.4.22. El momento angular de un sistema de particul as respecto a un punto es:

a) LA SUMA DE LOS MOMENTOS CINETICOS DE TODAS LAS PARTICULAS RESPECTO A
ESE PUNTO

b) LA SUMA DE LOS MOMENTOS CINETICOS DE TODAS LAS PARTICULASEN EL SISTEMA
DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS

¢) EL MOMENTO CINETICO DEL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA SUPUESTA TODA LA
MASA EN EL, RESPECTO A ESE PUNTO

d) LA SUMA DEL MOMENTO CINETICO DEL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA SUPUESTA
TODA LA MASA EN EL, RESPECTO AL PUNTO Y DE LOS MOMENTOS ANGULARES DE
LAS PARTICULASEN EL SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS

SOL:
Para mejor comprension de la cuestion, suponemos dos particulas de masas m; y m,, vectores de posicion ri y 1oy
velocidades v, y v, en el referencial de laboratorio.

El momento cinético o angular del sistema en este referencial es. L = X, A mV.
Aplicandolo aestas dos particulas L =1, Amy, + T, Am,y, (I).
Pero si consideramos larelacion de estas magnitudes con las correspondientes en el S.R.C.M.[ cuestion 2.4.9 (1)]:

rl + CM y r2 r rC 1

Al sustituir en (1): I: (F + 1 )/\ v ) ( +
Desarrollando y separando variables :

L= (Fl A mlvll + F2 A mzvé) + (Fl A Mgy + F2 AMTey )+ (Ton A mlvll +low A m2\7;) + (T A Mgy + oy AMVey)

Descomponiendo en sumandos, L = L'+ I:a + I:b + I:CM

El primer blogue constituye la suma de los momentos cinéticos de las particulas en € sistema de referencia del centro de
masas, 0 momento cinético interno o de spin L

El segundo bloquel, = (T, AmyVg, + T, AM,Vg, ) =0 r'; enfuncién delas propiedades del SR.C.M.

El tercer bloque L, = (Fy, AMV, + T, AM,V,) =0 , pues e segundo factor lo es, en funcién de las propiedades del
S.R.C.M.



El cuarto blogue Loy, = (Foyy A MVey + oy AMyVey ) = Ty A (M, +mM, Vg, , corresponde a momento cinético del
sistema, supuesta toda la masa situada en el vector de posicion del centro de masas, 0 sea L, también denominado momento
cinético orbital.

En consecuencia L = L'+L,, . O sea el momento cinético de un sistema de particulas es igual @ momento cinético interno

L', o momento cinético en el sistema del centro de masas 0 momento cinético de espin mas el momento cinético del centro de
masas, 0 momento cinético orbital. Este enunciado constituye €l primer teorema de Kénig, y hace correcta la propuesta d, tal
comolaa, nosiéndololasby c.

3.4.23.El momento cinético de un sistema de dos particulas A y B , de masas M y 2M, y con vectores de
posicion r, y Iz respecto a un referencial de laboratorio, en un sistema de referencia baricéntrico o del
centro de masas es.
) rAAM%wBAm%_(ﬁjAM(%z%)

dt dt 3 dt dt
b) (FA_FB)/\3M(\7A__.B)

v (VA_VB)
0) (F, -, )A2M e

d (% -7)Au,-V,), SIENDO » SUMASA REDUCIDA
e  NADA DELODICHO

S se pate de la cuestion anterior y puesto que I:=I:'+I:CM, I:':I:—I:CM sustituyendo los valores en
_Mr, +2Mr, T, + 21,

L=F AmV, +; AMgVy, ypuestoque i, = 3 3 OF
dar . - r, + 2 dr, dr; - dar, dr;
y COMOy = — ; =| A B |\ M|—2+2-B|yL=F, AM—2+F, A2M—2.
gt o ( 3 ]A (dt dtj A e ° dt
Delo que E':FA/\M%+fBA2Md£— Tat 20 ), (9, 50T
dt dt 3 dt dt

COMO Se propone en a.
Como L'= (F, AMV, + T3 AMVy) (1), V) =V, =V, y Vg = Vg — Vg,
_ _ ., _ Va+2vg . L
Derivando respecto a tiempo la expresion (1), Vg, = 3 e igualmente los vectores de posicién de A y B, para

determinar las vel ocidades respectivas y sustituyendo en (11):
L= FAI AM (V) =Vey ) + FE; AMg (Vg —Vey )
V, + 2V
3

IRT. 2M
> A:(rA_rB)/\T(VA_VB)

=r,;AM(\7A—+TZ"B)+rB'A2M(vB—

<
@
|

<l

U . om,m, 2M?  2M
Como r,—r,=r,—I; ylamasareducida —=——=p,u= =—:
m, +mg 3M 3

y  L=(F—F)ApulVy —Vg)=(F — ) A (Vs -V,

Por lo tanto € momento cinético de un sistema de dos particulas en un referencia del centro de masas, corresponde a
momento cinético de la masa reducida por la velocidad relativa, respecto ala posicion relativa de ambas particulas. Sélo son
correctas las propuestasacy d .



3.4.24.El sistema de referencia del centro de masas, y € concepto de masa reducida, se empled en la
fisica del atomo, para la determinacion del momento cinético del sistema protén-electron en el aomo de
hidrogeno. Asi conociendo que la masa del proton es 1836 veces la del electron, que la distancia proton-
electron para € d&omo de hidrogeno es 52,3 pm, y la velocidad angular del electron y del protén T =
4.4.10" rad/s ,y la masa del electron 9,1.10°'kg, dirés que el médulo del momento cinético interno del
sistema de las dos particulas atdmicas, es aproximadamente en m.kg m/s:

a) NULO b) NEGATIVO c) 10* d) 10%

SOL:

El momento cinético total es la suma de los momentos cinéticos del protén y del electrén:

L, '=(Ff, AmV, +T, Amy,), teniendo en cuenta que V,=@ATF, =ak AT i=or] y
V. :@A”e' :a)ﬁ/\re'i#:a)re']

L= (r,i amor, j+6i aAmar,]) = (mprr',2 +m,r. Yok kg.m2rad.s™ (1)

" e L m
Ened SRCM.rm +fm =0; 1, =—
p'p e e e
me
I rLm, . _(m, . r . o, . r
L-r=r;r=———-r,=-r|—+1|.,r,=-————=  haciendo unasustitucion andloga r, = —
me me

Considerando |os médul os vectoriales y sustituyendo en (1) :
~ ) ,

-, 2 2 — r
L,=(m,r, +mr, )ok=\m|————| +m,| - -
m, M 4
7_;,_1 m +
m, p
mm*+mm? m m
=r? —L-° S ok =r*—2——wk = ur’wk

2
imp+mei m, +m,

Lamasareducida del sistema protén - electrén, serd 1836.9,1.10°%Y/1837 kg.
El médulo de r, corresponde a la distancia entre proton y electron, o sea el radio del hidrogeno = 523.10%? m , y la velocidad
angular 4,4.10% rad/s.

Sustituyendo en laférmula (11), obtenemos un ‘I:‘ =1,095.10" kg.m?s. La Gnica solucién correctaeslac.

3.4.25. Supuestas dos particulas A y B, de masas 4M y 6M,con vectores de posicionf, =2tj vy
f;=t] (unidadesdel S.I.), & momento cinético interno , momento cinético de spin 0 momento cinético

en el sistemade referencia del centro de masas serg, parat=2s.

a) IGUAL AL MOMENTO CINETICO DEL SISTEMA DE PARTICULAS

b) IGUAL AL MOMENTO CINETICO DEL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA DE
PARTICULAS

¢) NULO d) 4,8M m.kg.m/s

SOL:

Dado que, segiin se havisto en lacuestion 34.18. L = L'+L,,, L'=L - Ly,
_ I_; - - 4 = 4

Sj V:((jj_t: L=, AmyV,+g AmgVy =2t AAM.2] +tf AGM.j =0

_ Mal +Mgly _ 4AM .2t + 6M i —145 m; Vg, 21417 ms

M m,+m, 10M

Loy =144 A (4M +6M ).1,4] = 0. LaGnicasolucién correctaeslac.



3.4.26. * Dadas las particulas A y B, de masas 2M y 8M, con vectores de posicion respectivos

f,=@t*+2im yr,=(2-t)jm podrésdecir quealos2 segundos:

a) LA TRAYECTORIA DEL CENTRO DE MASAS ES UNA RECTA CON PENDIENTE -4

b) EL CENTRO DE MASAS SE MUEVE CON UNA VELOCIDAD DE MODULO 3,3 m/s

¢) LA ENERGIA CINETICA INTERNA ES 25,6M J.

d) EL MOMENTO CINETICO EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS ES
NULO

SOL:
" " 2 -

. MaFy+ Mgl 2M.(t°+ 2)i +8M.(2-t7) | _ (0.2t +04) + (L6083 m ().
m, +mg 10M

Latrayectoria se obtendria a partir de las ecuaciones paramétricas del centro de masas :

x=02t2+04; y=16-08t2; 02t2=x-0,4;y=1,6-4(x-0,4) =-4x;y/x=-4.

Ecuacion de unarecta con pendiente-4 . tal como seindicaen a

Ve = d;CtM =0,4ti —].,Gﬁ ms™ A los2s.

V| = \/ (0,4t)? +(-16t)° =165t =33ms™. Escorrectalapropuestab.

m,mg 16M ? odr e oA e

=u= =16M ;V,=—2=2tims™"y Vg =—==-2tj ms

moem AT om M= = gt Y

V,—Vg =2t —(=2t)j ms™ A0S 25 [7, — 7| = /(21)7 + (-2t)? = 2442 = 4/2 ms™?
EC,.5 = %QVA —\78\)2 _16M 24\/5 =25,6M J como proponec.

Parat=2s L'= (61 +2] ) AL6M (4i +4]) =16M (24k —8k) = 25,6Mk m2kg.s™

Esincorrectala propuesta d.



3.4.27.* Supuestas las particulas A y B, de masas 2kg y 3kg, a una distancia 1m del origen y en reposo

sobre |la parte positivade losgjes X e Y, respectivamente. Si sobre A actla unafuerza If1 = 2] N,y sobre

BotraF,=3i N , dirdsque:

a) AL CABO DE 1s, EL VECTOR DE POSICION DE A COINCIDE CON EL QE B

b) PASADO MEDIO SEGUNDO EL MODULO DEL VECTOR DE POSICION DEL CENTRO DE
MASAS V,ALE 0,8m,

c) LA ENERIGIA CINETICA INTERNA PARA t=0,5sES 0,5 J

d) EL MOMENTO CINETICO INTERNO O DE ESPIN PARA t=0,5s ESNULO

€) EL MOMENTO CINETICO ORBITAL O DEL CENTRO DE MASAS PARA t=0,5s ES 0,75k
m.kg.m/s

SOL:
L os vectores de posicion, parat=0, serén T, =i vy s =T ,enunidadesdel S.l.y
L mR+mgly. 20 +3] 20 3)
rCM = = = — 4 —
m, +mg 5 5 5
Laa,, = Mpd, + Medp _ 3i +2) ms~2, a, :iz 2] = j ms™? mientrasqueladeB, 5_37':? ms 2
m, +mg 5 m, 2 mg 3

Puesto que son constantes, ambos puntos describen un M.U.A.,
2
Asl para t=1S F, =T, + 2t =i +—J_|+051m )y Fg=Tye+ 2t —j+5| =051 + j m(ll). No pueden

coinciden, y por lo tanto la propuesta a es errénea.

37+2]7t2
1

. _ - - a - -

El vector de posicion del centro de masas: Fow ) = Fow o) %tz = (0,41 +0,6]) + m-

Parat=0,5s

Foanoss) = P + aczM {2 — (047 +06]) + 3 1+02’ 05 = 0,475 +0,65] m

Cuyo médulo ey | 05s = \(0,475)? +(0,65° =0,8m  como proponeb .

L8 Ty 05 = 2 ;CtM 0,6t +0,4 =037 +0,2] ms™

Laenergiacinéticainterna, la obtenemos a partir de laformula g, :%QVA VB‘)Z .

Lamasareducida sera2.3/5=1,2 kg .

De () y () Paa  t=055 v, = cij—rtf* —fj=05]ms? vy v, = cijrf —ti =05 ms

V, —V, =050 +0,5] ms™;|v, —Vy| = /(-05)? + (05)? =052 ms™
Por lotanto Ec, , = %QVA _\78‘)2 _L2 0’25‘5 —0,3J - Lasolucién c no es correcta
El momento cindticointerno L'=(F, — ;) A 1(V, — V)
Faoss) = Tao) + 5—2’*'[2 =i+ g j=1+0125] m;
Faose) = Fao) + é—thz =j+ tzzf = 01251 + jm;F, -, = (08751 —0,875] ms™
L'= (0,875 —0,875] ) AL2(-0,51 +0,5]) = (0,525k — 0,525k) =0, tal como se propone en d.

El momento cinético del centro de masas parat=0,5s:

Ly = T A (M, +m, Vg, = (0,475 +0,65]) A5(0,3 +0,2]) = -0,5k m*>kg.s™. Esincorrrectala propuesta .



3.4.28.* Lavariacioén del momento cinético de un sistema de particulas, respecto a tiempo, en el sistema

de referencia de laboratorio esigual a

a) LA MISMA VARIACI ON DEL MOMENTO CINETICO INTERNO DE DICHAS PARTICULAS.

b) LA SUMA DE LOS MOMENTOS DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE CADA
PARTICULA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS.

¢) LA SUMA DE LOS MOMENTOS DE LAS FUERZAS EXTERNAS QUE ACTUAN SOBRE
CADA PARTICULA

d) EL MOMENTO DE LA SUMA DE LAS FUERZAS EXTERNAS ACTUANDO SOBRE TODA LA
MASA EN EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA.

€) LA SUMA DE LA VARIACION DEL MOMENTO CINETICO INTERNO DE LAS PARTICULAS
CON EL TIEMPO Y EL MOMENTO DE LAS FUERZAS EXTERNAS ACTUANDO SOBRE LA
SUMA DE LASMASASEN EL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA.

SOL:

Si consideramos dos puntos materiales de masas m; y my, con vectores de posicion 1, y T, , y velocidades respectivas v, y Vs, ,
&l momento cinético del sistema L :

L=L+L,=FAmy, +F, Amy,

d—inF/\mV +hAM %+EF AMNV, +T, AM v,

dt dtt Yt tdt dt PP *T Pt

dr;

Como y=—1yy _dn,
dt

A =g los primeros productos vectoriales de ambos términos son nulos ya que el dngulo que forman los
t

v v o e
vector&sesdeOEydadoquea“i:% y 52:%. Porlotantoazvl/\mlvl+ LAma +v, AMyV, +1, AMmya,
t t

o[ I I e . = L = :
ot =fAma+hAmd,=FAF+F,AF,, que corresponde a la suma de los momentos de las fuerzas exteriores que

actlian sobre m; y m, , dado que lasuma de las fuerzas interiores es nula, que hacen véidalasoluciéncy a, anulando lab.
Como enel SR.C.M. segin sehavistoen34.24: L = L'+L,,
Al derivar respecto a tiempo,

di”  d . IR dav, d .. IR dv, _
=—r1/\le1+r1Amla+ar2/\m2V2+r2/\m2E,deloque.

dt dt
o | I
=AM+ Am
dig, _d o o 7 Ve o Ve
=—1I~, AMYV + Iy A +—1r-, AMYV, +I~, AM

dt dt CM 1'CM CM 1 dt d CM 2'CM CM 2 dt
deloque
dL,

M _ — — — —

dt fom A Mdgy + Ty A Myacy,
0| I L R - .
E = rl /\mlal +r2 /\m23.2 + rCM A mlaCM + rCM A mZaCM

El primer término supone la suma de los momentos de las fuerzas en € S.R.C.M., mientras que €l segundo implicael momento
delasumade las fuerzas aplicado en el centro de masas, en el S.R.L. , tal como seindicaen la propuestae,que invalidalad.



3.4.29.* Dadas dos particulas A y B, de masas respectivas ma y mg, Y vectores de posicion en un sistema
de referencia de laboratorio 7, y 75, y en en sistema de referencia del centro de masas T, y T, dirés que

— L . . . dL’
lavariacion de su momento cinético en €l sistema de referenciadel centro de masas con €l tiempo, — es

dt
igual &
a) (FA_rB)Aﬂ(éA_aB)
b) CERO
C) r,Am,a, +r Amgay”
d) Fa AM8, + g AMGa5 + Iy A (M + M)A,
SOL:

Teniendo en cuentas d desarrollo efectuado en 3.4.23. L'=(F, — ;) A u(V, — V)
siendo x su masareducida

Derivando respecto al tiempo , sustituyendo y eliminando |os factores nulos:

ac . . L
—= (I’A - rB)/\ ,u(aA - aB) , COMO Se propone en a.

3.4.30.* Si lavariacién del momento cinético de un sistema de dos particulas A y B, con € tiempo es cero

, implicaque :

a) LOS VECTORES DE POSICION RELATIVOS DE LAS PARTICULAS EN DICHO SISTEMA
TIENEN EL MISMO SENTIDO QUE SUS ACELERACIONES RELATIVAS

b) LASFUERZAS ACTUANTES SON RADIALES

¢) LASFUERZAS ACTUANTES SOLO ACTUAN ENTRE ELLAS

d) SUMOMENTO CINETICO NO DEPENDE DEL TIEMPO

€) LASFUERZAS ACTUANTES TIENEN LA MISMA DIRECCION

SOL:

dl_ . -
Dado que , como se explicé en 3.4.30, ot = (rA - rB)/\ ,u(aA —ag )=0, dado que es un producto vectorial se anularasi €
angulo formado seade 0, 0 180°, por lo tanto basta que tengan la misma direccion.
L . o ==
Puesto que E =nAma +rAma, =nAF +T, A F,=0, también ocurririasi |as fuerzas fueran radiales, puesto que

ocurririaun caso similar.

3.4.31.* Si lavariacion del momento cinético interno, respecto al tiempo (dL'/dt), de un sistema de dos

particulas A y B, es cero, quiere decir que:

a) SUMOMENTO CINETICO EN DICHO SISTEMA NO DEPENDE DEL TIEMPO

b) SUMASA REDUCIDA ESNULA

¢) LASFUERZAS EXISTENTES SOLO ACTUAN ENTRE DICHAS PARTICULAS

d) TODASLASPARTICULASTIENEN LA MISMA ACELERACION

e) LAS FUERZAS ACTUANTES ESTAN ALINEADAS CON LOS VECTORES DE POSICION EN
DICHO SISTEMA

SOL:

ar” .. . -
Dado que , como se explico en 3.4.30, E:(rA - rB)/\ ,u(aA - aB):O, basta con ue su masa reducida sea nula, lo cual es

imposible, para que sea nula la variacion. Sin embargo s todas las particulas tienen la misma aceleracién, € segundo término
se anularia, y con €ello toda la expresion.

Dado que por otra parte (jj_l‘ =1 Ama, +r, Am,a,’, S F1 y F,, tienen la misma direccion que los vectores de posicion,
t

también se anularia el producto vectorial a ser seno 0° 0 seno de 180° =0.
Por lo tanto las propuestas ay ¢ son falsas, lab imposible, y sdlo son vdidaslady lae.



3.4.32.* Dadas las particulas A y B, de masas respectivas 4 y 6 kg, con vectores de posicion en un

sistema dereferenciade laboratorio f, =t*’i+tjm y f;=ti—-t*jm . Dirdsqueal cabo de 1s:

a) SU MOMENTO CINETICO INTERNO ESNULO

b) LA VARIACION DE SU MOMENTO CINETICO INTERNO CON EL TIEMPO ES -9,6k m.N

¢) EL MOMENTO CINETICO DE SU CENTRO DE MASAS SUPUESTA ALLI, TODA LA MASA
ES-10k m2kg.s™

d) LA VARIACION DEL MOMENTO CINETICO CON EL TIEMPO ES -9,6k mN

e) LA VARIACION DEL MOMENTO CINETICO DEL CENTRO DE MASAS CON EL TIEMPO ES

~10,4k m.N
SOL:
L= 1y AM, (T, Vo) +Tp AMg (Vg =V ) 0 U'=(F, =Ty ) A (Y, —V ) (3.4.24)
m:y:ﬁzz,wg;ﬂ:tzﬂt]m Fo=ti—t2jm F—Fy=(t>—t)i +(t+t%)jms™; Para t=1s
my + Mg 10

VA:%—?=ZT+]ms‘1 Vg = ddrtB =i -2jms™"

Vy—Vg = (2t -7 —(1-2t)j ms™ Parat=1s, V,—Vg =i +jms*
cuyo médulo es +2 ms™!

L= )A 2430 +])=-48k m*kg.s™; Loy = oy A (Ma +mg ey
L MpTa+mgly AT +t])+ 6.7 %))

= (0,4t> + 0,6t)i +(0,4t—0,6t)] m . Parat=1s; iy, =i —0,2] m
My + Mg 10

Vem == =(0,9t+0,6)i +(0,4-12t)] ms™* Parat=1s, Vg =14i —08j ms™*

Lem = Fom A (Mg +my oy = (7 —0,27) A10(L4T — 0,8]) = 10k m?kg.s™

dst =Ty AM8, +15 ' Amgay~ . Parat=1s

T =Ty — Ty ;COMO oy =1 —02]M y Fy=t?T+tj=i+jm Fr=12jm
fo=T —Ty yh=ti—-t?j=i-jm F3=-08jm

V, =V, — Vg, , COMO Vgy, :(o,9t+o,6)i”+(o,4—12t)] msly V, =2t + ] ms*

VA= (@1t —06)i +(0,6+12t)]msta -2

V, =V, —Vgy Vg =1 — 2 ms™; Vg = (01 —06)i —(0,4+08)j ms™; &5 =01 —08] ms™?
ddt =12] A4(117 +127)+08] A6(01i —08]) =-9,6k m.N

dL

pm _rA/\mAaA+rB/\mBaB_rA/\FA+rB/\FB Parat=1s

— - g — d\7A g ,2 — g g — dVB = ,2
fA=i+]Jm ;8,=—2=2ims“;fg=i—jm ;a§g=—>=-2jms
A J AT gt B J B~ 4t J
%: (i +7)A420)+(i—])A6(-2]) = (~8k —12k) = —20k m.N

dECM e 5 = 5 -

F _r_027 = _deM _ ?_ = _2

M = 2] Mjacy = =08 —-1,2j ms

=(-02])A4(087 -12])+(i—0,2]) A6(0,81 —1,2 ) = —10,4k mN



3.4.33.* S lavariacion del momento cinético del centro de masas con el tiempo de un sistema de dos

particulas A y B es cero, es debido aque:

a) EL CENTRO DE MASASTIENE UNA VELOCIDAD CONSTANTE

b) EL MOMENTO DE LAS FUERZAS QUE ACTUAN SOBRE LAS PARTICULAS EN EL
SISTEMA DE LABORATORIO ES EL MISMO QUE EL QUE ACTUA EN EL SISTEMA DEL
CENTRO DE MASAS

¢) LA ACELERACION DEL CENTRO DE MASAS TIENE EL MISMO SENTIDO QUE SU VECTOR
DE POSICION

d) DICHO MOMENTO CINETICO ES CONSTANTE

€) NO ACTUAN FUERZAS EXTERNAS SOBRE DICHO SISTEMA

SOL:
dloy = = = = . AV .G — .
“a =Ty AMag, +y AMA,, . Seanulariasi agy = e 0; Vgw =Constante , tal como indica la primera

propuesta. También se anularia si los vectores  acy Y Tow » tienen la misma direccion o sentido, por lo dicho en test
anterioresy claro estd si dicho momento es constante, o no actlian fuerzas externas, como indican las propuestasc,d y e.

dl_ digy,  dU' e digy dl dl

Gt dt +_dt , puesto que L=L+L,,, peo T:o, 0 sa que =T, pero
i . Lodr _

E =hAma+hLAma,=LAFR+5LAF, Y E =rn Amga, +r, Am,a, , por lo tanto los momentos son iguales,

Como se propone en b.

3.4.34.* Dadas dos particulas A 'y B de masas 2M y 8M, con vectores de posicion respectivos

f,=(t"+2im yr,=6i-t’jm ,podrésasegurar que:

a) LA ECUACION DE LA TRAYECTORIA DEL CENTRO DE MASAS ES UNA RECTA QUE
PASA POR EL ORIGEN

b) LA HODOGRAFA DEL CENTRO DE MASASESUNA RECTA CON PENDIENTE 4,5

c) LA ENERGIA CINETICA INTERNA DEL SISTEMA AL CABO DE UN SEGUNDO ES 6,4M
JULIOS

d) AMBAS PARTICULAS SE ENCUENTRAN AL CABO DE 2 SEGUNDOS

€e) EN EL INSTANTE EN QUE SE ENCUENTRAN LA ENERGIA CINETICA INTERNA DE A ES

IGUALALADEB
SOL:
Se calcula € vector de posicién del centro de masas :

= = 2 - - o=
E, = M+ Melee 2M.(t°+2)i +8M.(6i +1°]) — (0,22 +5.2)7 +087] m
m, +mg 10M
Cuyas ecuaciones paramétricas seran x = 0,2t2+5,2; y =0,8t2.
Como 0,2t2=x-5,2; y = 4(x-5,2) = 4x-20,8 , corresponden a unarecta con pendiente 4, y punto de corte del geY, y =-20,8.

Lavelocidad del centro de masas v, = d gCtM =0,4ti +1,6tf ms™

La ecuacion de la hoddgrafa se obtiene de las componentes de la vel ocidad.

Asi v,=0,4t ;v,=1,8t ; t=v,/0,4 ; v,=1,8v,/0,4 =4,5v, , que corresponde a una recta con pendiente 4,5 como se propone en b.
Laenergiacinéticainterna, o energia cinética de las particulas en € sistemadel centro de masas

L 2M ., 2 8M ., 2 : R 16M?
Para calcular las velocidades :
Fo=Fy — Ty s T = (2 +2)7 — (0,267 +5,2)i +08%] )= (0,8t 33 —08*] m
Como ' :ddif; vV, =16ti —1,6t ms™
t
Fy =T, — oy iy = (61 —t?] — (0,2t +5,2)1 +0,8t%] )= (~0,2t> + 0,8) +0,2t*] m
V, =—0,4ti +0,4t ms™ y Al cabo de 1s, V,-V,=2ti —2fj=2i —2jms™* , siendo su modulo

[V, — V| =4/ (2)° +(=2)* =2J2 ms™, delo quelaenergiacidticainterna:



ﬂQVA—VB)2=MNI'2@=6,4M J, comoindicac.

EC,,, ==

A+B 2
Para que se encuentren se debera cumplir que T, = I ,0 sea (t°+2)i =6i —t?] lo cual esimposible, por lo tanto no se
produciré el encuentro. El que pudieran ser iguales I, =I5, y por lo tanto los vectores de posicion en el referencial del centro
de masas, no implica que las energias cinéticas internas lo sean, pues también dependen de las masas, sdlo cuando my= mg,
serian iguales Por lo cual las solucionesd y e son erréneas.



