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XL.- OLIMPIADA INTERNACIONAL DE FiSICA. MEXICO. 20(®

PROBLEMA 1
EVOLUCION DEL SISTEMA TIERRA-LUNA

Los cientificos pueden determinar la distancia entre la Tierra y la Luna
con gran precision. Esto se hace enviando un haz de luz laser hacia unos
espejos depositados en la superficie de la Luna por unos astronautas en
1969. Para #o se mide el tiempo del recorrido de la luz.

Fig.1.- Un haz de laser enviado desde un laboratorio se utiliza para medir con
exactitud la distancia entre la Tierra y la Luna

A partir de estas observaciones han determinado que la Lunale@a
lentamente de la Tierra. Este@s que la distancia TierraLuna aumenta

con el paso del tiempo. La causa se debe a que los momentos de las
mareas en la Tierra transfieren momento angular a la Lurgeer figura

2).

En este problema obtendra los parametros basidel fenomeno.
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Fig.2

La gravedad | unar produce Aftausau¢ld ratanibrent os 0

de la Tierra la linea que une losabultamientos no esta alinead&on la linea que
une la Tierra con la Luna. Este hecho produce un momento que transfiere
momento angular desde la rotacién terrestre a la #slacion lunar.

1.-Conservacion del momento anqular

Se designa con { el momento angular del sistema Tierlauna. Se
hacen las siguientes suposiciones:

) L, es la suma de’'la‘rotacion de la Tierra alrededde su eje y la
traslacion de la Luna alrededor de la Tierra.

i) La orbita de la.Luna es circular y puede considerarse como una
masa puntual

iii)  Los ejes«de rotacion de la Tierrade revolucion de la Luna son
paralelos:.

iIv)  Con la finalidad de simpficar los cdculos los movimientos se
realizan respecto del centro de la Tierra no del centro de
masas.Ademas los momentos de inercia, los momentos de las
fuerzas y los momentos angulares estan definidos alrededor del
eje terrestre.

v)  Se desprecia la influencia deldb

1a) Escribir la ecuacion del momento angular actual del sistema Tierra
Luna con la siguiente notaciontg momento de inercia de la Tierrasg,
frecuencia angular de rotacion actual de la Tierrayd momento de
inercia actual de la Luna respecto deje de la Tierra,uf;; frecuencia
angular actual de la Luna en su orbita.
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Teniendo en cuenta la suposicioria)contribucion de la Tierra e$.¥ ., .Para calcular

la contribucion de la Luna recordemos que el médulo del momento es ettprddua
cantidad de movimiento de la luna por la distancia al eje de la Tierra

Masa de la Luna *velocidad*distancialLEM*v*D=M* W*D*D=MD *wW w1 W
Ll: I EYEl + I MlYMl ( 1 )

El proceso de transferencia angulafinalizara cuando el periodo de
rotacion de la Tierra y el periodo de revolucion de la Luna alrededor de
la Tierra tengan la misma duracion. Al llegar este momento los
abultamientos producidos por la Lunsobre la Tiera estard alineados
con el eje que une la Tierra y la Lung el momentalesaparecera.

1b) Sea L el momento angular final del sistema Tiertauna. Con las

mismas suposiciones anteriores escribir la ecuacion de lcon la

notacion: I momento de inercia de la Tierrams_frecuencia angular de
la Tierra y de revoluciéon déa Luna, Iy, momento de inercia final de la
Luna

Siguiendo a la ecuacion (1) L, =1, nY, (2)

1c) Despreciando la contribucién.de la rotacion de la Tierra al momento
angular final, escribir la ecuacién-que exprese la conservacion angular
en este problema.

Igualando la ecuacion (1) (2) y despreciando en esta ultima el térnping resulta:

I_1: IE'X.El-i-IMl’le = IMZYZ ( 3 )

2.-Separacion final y frecuenga angular final del sistema TierraLuna

Supongaque la ecuacién gravitaciongbara una Orbita circular( la de la
Luna alrededor de la Tierrags siempre valida. Desprecie la contribucion
de la rotacion de la Tierra al momento angular final.

2a) Escribala ecuacion gravitacional para la orbita de la Luna alrededor
de la Tierra en el estado final en funcién degV ws , D, distancia final
Tierra-Luna y la constante de gravitacion universal G.

La fuerza centripeta que actua sobre la Luna es la fuerza de atraccion gravitatoria entre
la Luna y la Tierra
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|\/|M1r§D2:GM Y ¥iD3=GM. (4

D3

2b) Escriba la ecuacion de la separacidmal D, entre la Tierra y la
Luna en funciéon de L., Mg, My y la constante de gravitacion universal
G.

En la ecuacion (3) sustituimas de la ecuacion (4)

GM. > _l#GM: _M{D;GM
D? :

L,=1,,0 L2 = EY D,=

D3 D3 GM2 M,

2¢) Escribala ecuacion para la frecuencia angular finas en funcion de
L]_, ME, MM Yy G.

Sustituimos R de la ecuacién (5) en la (4).
_|G*M ML GAEM M2
- 6 - 3 (6)
Ll Ll

Después debera calcular los valares numéricos deyws, pero antes
debe deducir el momento de inercia de la Tierra.

2d) Escriba la ecuacion del momemtde inercia de la Tierra 4,
suponiendo que es una-esfera con densidad intempidesde el centro
hasta un radior; y una capa exterior de densidad, desde el radio;r
hasta la superficie de radig,i( ver figura 3)

Fig.3

La Tierra es una esfera codos densidadsriyr,
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Recordemos la ecuacion admbmento de inercia de una esfeérfsnR2
Esfera interior
2miri2 =2Vi:l'i ri2 :20'4 rial r2=
5 5 53

Capa superior

2 2 2.4 2 .4 8
SV 2-=2Vy rP==0 P - =0y rP=—="y - xR
5 TJoo 5 |J'0| 53 J‘oo 53 J‘0| 15 J‘o(o |)

I :%’[J'i I +:|'o(r05_ ris)]:j%')’[4 ofo +ri5()li } J'o)] (7)

Determinar los valores numeéricos requeridos expresados con dos cigfras
significativas

2e) Evaluar el momento de inercia de la TFierra, siendo:
), =1,3.1(f1kgC"Dn' 3. r =3,5.1C§5m;40 :4,0.1(53kgC"m' 3yr0 =6,4.18m

o= bz -s]= 2 0010 doao) +(516) @o] ¥

Iy =8,0.1G7 kg Gn?

Las masas de la Tierra y de la Luna sorneM6,0.16% kg y My= 7,3.16°
kg, respectivamente.. La separacion actual entre la Tierra yLlana
D,=3,8.10 m. La frecuencia angular de rotacion actual de la Tierra
ne,=7,3.10° st. La frecuencia angular actual de la rotacion de la Luna
alrededor de la Tierramy,=2,7.10° s? y la constante de Gravitacion
universal G=6,7.18" m*kg™ s?.

2f ) Evaluar el momento angular total del sistema.L

Ecuacion (1)
L= 1%, +1,, %y, =8,0.107(7,3.10° +7,3.16%(3,8.16 ) (2,7.10° =
L, =3,4.10°%kgm?s™

29 ) Encontrar la separacion final D en metros y en unidades de la
separaciéon actual

Ecuacion (5)
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L2 (3,4.10F

_ 5410 _
GM§ M 6,7.10" 7,3.16°) (5,0.16*

D. =
2 8.10

1,4

—5410m v 22
Dl

w

2h) Encontrar la frecuencia angularfinal us y la duracion del dia final
en unidades del dia actual

LT NEALE TR E
T= 2—OL ° 46dias
¥, 86400

Verificar que la suposicion de no considerar la contribucién de la Tierra
al momento angular final est justificada obteniendo que la relacion
entre el momento angular finade la Tierra al de la Luna es una
cantidad pequenia.

1.y, 8,010 _ 8,0.1G"
w¥2 MyD; 7310 (:&3,4.1(?)

=0,003¢

3.-¢Cuanto se separa la Luna cada ano?

Ahora debe encontrar cuanta se-separa la Luna de la Tierra cada afio.
Para ello necesitar conocer el momento que actia ahora sobre laal.un
Se supone que los abultamientos se pueden aproximar por dos masas
puntuales ,cada una de valor m, localizadas en la superficie de la
Tierra( ver figura.4). Sea g el angulo entre la linea que une los
abultamientos y-la que une el centro de la Tierra con el centro de la
Luna.

Moon's
S ST Motion
// < \.x‘. m i
/ A \ Bl s ST :
/ e 6 1 D, S
; ‘-"' ' ‘r"_'____'__""“‘ v 7‘_'----__-_'___':_':::'—'—'
/ | SE ~
3 ¢ // a‘ 2de2 o
L g s e TS
.j: P =SSR /f’"
0N y jf
o
— Earth’s
Rotation

Fig.4
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Esquema valido para calcular el momento producido sobre la Luna por las masas
m situadas sobre la Tierra. El dibujo no esta hecho a esde.

3a) Encontrar K, el modulo de la fuerza producido sobre la Luna por la
masa puntual mas cercana

Moon's
Motion

Earth's \ e
Rotation m. [ = X\g

Fig.5

En la figura5, Fc representa la fuerza de atraccion gravitatoria entre la Luna lyam
distancia x se obtieneplicando-eltearema del cogen +D? - 2r,D,cosd

G M, m
X2 r? +D? - 2r,D,cosd

(8)

3b) Encontrar K, el modulo de la fuerza producido sobre la Luna por la
masa puntual mas lejana.

MMm: M, m -G M, m
x? r? +D? - 2r,D,codl r? +D? + 2r,D,cosd

F=G (9)

Ahora puede evaluar los momentos producidos por las masas puntuales

3c) Encontrar el médulo déc, que es el momento producido por la masa
mas cercana.

Observando lafigura 5 se deduce quecRiene una componente vertical dirigida en el
movimiento de la Lunde moédulo E senb.

U =F.serb@®,
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En el trianglo O m¢ L aplicamos el teorema de los senos

send _ serb Vv serp= r, serd

Xc fo Jr2+D?- 2r D, cosd

M, mD, & r,sendD,
ry + D7 - 2r,D,cosd \/roz +D2 - 2r, D,cod
GM,,mr, D, serd

U =F.seb®, =G Y

v = (10)

3

(ro2 +D? - 2r, chosd)5

3d) Encontrarel modulo def;, que es el momento producido por la masa
mas lejana.

Observando lafigura 4 se deduce que fiene una componente vertical didg en el
movimiento de la Luna (sentido contrario a la anterior) de'modiderte.

U =F sene(®,
En el trianguldO my L aplicamos el teorema dedos .senos

send _sene r, send r, send
=—— Y sene=

X o Jr2+D2+2r.D,cosd  +/rZ+D? +2r,D, cosd

M, mD, S r, sendD,
gDy +2r,D,cosd \/roz +D? +2r, D,codd
GM,,mr, D, serd

U =F sene®, =G Y

vg= (11)

3

(ro2 +D? +2r, chosd)5

3e) Encontrar el médulo del momentotal £ producido por las dos
masas. Puesto que<s<D, debe aproximar su expresiéon y ademas
utilizar la relacién (1+ x)@ © 1+ax, si x<<1.

Como las fuerzas en el sentido del movimiento de la Luna tienen direcciones opuestas
lo mismo ocurrird ean susmomentos.

é’ 1 1
U=0-0 :GMMmroDlsem’g -

é(ro2 +D? - 2roD1cosd)g (ro2 +D? + 2rOchosd)

2

u
3y
g

Teniendo en cuenta que < <D,, hacemos la aproximacién  r2 +D? © D?
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4 1 1 g
U=0.-0=GM mrDserdg - Uy

g(D - 2r,D cosd) (D12 +2rOchosd)gg

e 1 1 2
Y U=GM,,mr,D, sende - uY
&D,(D, - 2r,cosd))> (D, (D, +2r cosd))
é @
v U= GM,, mr/D sem’ 1 ) 1 3@
D;? (D - 2r cosd)’ (D, +2r,cosd)z
Los términos
.3 .3 .3
1 _ D,? . D,? D,?
(D, - ZVOCOSd)g a & 2r cosor(“)@§ 1- 3% cosd 1- & foc0d
%+$ OD 88 2 D, D,
c ¢ 1 -
.3 §
1 . D,? 2

(Dl+2rocosd)§ 12 ooosd 44 Gq'ﬂ

Los llevamos &.

€ g
G= CMy mr,D, send®;2 g 1 ] 1 ﬂ
Dz 21 3, cosd 14 3r,cosdu
- u
1 é D, D, @
,a 6rycosd @
. o 0
_GMymr,D,;send®,?a& D, 0
- 3 & 2 0]
3 9r? cos’d
D12 g'- D2 8
¢ T
En la ultima ecuacion
2
915 cgszdo 1
Dl

Finalmente el momento vale

6GM,,mrZserdcosd _ 3GM,,mr’sen2d
D? - D3
1 1

U=

3f) Calcule el valor numérico del momento totdl tomandog =3° y
m=3,6.10° kg (observe que esta masa es del ordefi 46 la masa de la
Tierra)

José Luis Hernandez PérezaMadrid 2009



11

-_3GM,mr’ser2d _ 3(5,7.10"(7,3.10% (3,6.10° §6,4.16 | Gser?

U D = ), =4,1.16°Nm

3g) Puesto que el momento esta relacionadon el momento angular,
calcular el aumento de la distancia TierrAuna a lo largo de un afo.
Expresar el momento angular de la Luna en funcién dgyM Mg , Dy, y
G.

Igualamos Iduerza centripeta actual con la fuerza de atraccion gravitatoria

My, ¥;D, = G—ME'\ZAM Y 7= GM;
1 1

El momento angular actual de la Luna es:
. IGM
LM = MMVLDl = MM(YlDl)CDl = MMDf D—Q,E X MM GMEDl
1

1
o <, o, SO -, jow, o262 v

dt
do, 20/D, _  23,1.10°G/3,8.10
dt M, /GM. 7,3.102d36,7.10*"B.10%*

0=

=1,09.10° mporcadasegundc

Al cabo de un afo
g D=1,09. 10° @365@6400= 0,034m = 3,4cm

Finalmente determinar el aumdo que experimenta un dia cuando
transcurre un afo.

3h) Encontrar la disminucion deng; por afio y el alargamiento de un dia
actual cuando transcurre un ano

En el apartado 3g se deduce que la Luna se aleja de la Tierra cada afio aumentando su
momento angdar, como en el sistema Tiertaina el momento debe conservarse, es
necesario que la Tierra pierda momento angular.

- 6
O=- Qigrp)=-1 Ty Pao Do o AMO_ g500my

at dt I, g@,o_m“c‘ﬁeA.lcﬁ)z

pg, =-4210 % 36516400=-1,3.10"s™
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daz2 @ dai1lag 1 .dT., o
U=-1, =l — —@ — ey
t Edtéﬁrﬂ@ déﬁr § ElT,; dt
v 9Te _ Ug _ 0Oy _  4,1.10°¢243600° e

dt 20, o ~|1§|\/|Ero2 2’6%(':'6,0.16%'66,4.10)2

T, =5,0.10"° 365B6400=1,6.10°s

¢..Donde va la energia?

En contrastecon el momento angular quse conserva, la energia total
del sistema (rotacional mas gravitacional) no lo hace.

4a) Escribir la ecuacion de la energia total E en funcion de WE1, My,
ME, Dly G.

M_-M 1 1 M_-M 1 1
= ] . +EIE¥21+§IM¥51 =-G El = +E|E721+EMMD57§A1

E=-G

Igualamos la fuerza centripeta de la Luna con-la fuerza de atraccion gravitatoria

MMy, GM
My ¥yD =G=M Y vy, =—F
Dl 1
MM M M_M
E=-GME 2y yzorIm, D7 e o oMl 2y )
D, 2 2 D3 2D, 2

4b) Escribir la ecuacionpara el cambiode E en funcién de los cambios
en D; y ug,. Calcular el valor numérico del cambio de EE, a lo largo
de un afio, utilizando los valores de los cambios dey i, obtenidos en
los apartados 3g y 3h.

o

dE_ MM, d&1d 1 d GM.M,, dD o
o cMeMm U a1 P(y2 )= EVim 1)y EL
dt 2D, dté%lﬁ 2 Edt( ) 2D? dt  FF dt
11 4 2
dE _6,7.107®0.16 T 31G" 4 49 14, 26 0.16%(6,4.16 ] 7,3.10° ¢ 4,2.1072)
dt 2(3,8.16) 5
‘jj'tz 0,11.10%- 30162--29162‘]

o E=-2,9.16° 365(6400=- 9,1.10°J
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Comprobar que est pérdida de energia esta de acuerdo con una
estimacion de la energia, en forma de calor, en las mareas producidas
por la Luna sobre la TierraSe supone que la elevacion promedio de las
mareas es de 0,5 m sobre una capa de agua de profundidad h=0,5 m que
cubre de forma uniforme toda la superficie de la Tierra (esto &
simplificacion del problema). Las mareas ocurren dos veces cada dia.
Ademas se supone que el 10% de la energia gravitacional se disipa en
forma de calor cuando el nivel de la marea desule.

Densidad del agua =10°kg m®g =9,8 m &.

4c) ¢, Cudl es la masa de la capa de agua?

El volumen del agua €¢ =4" ’h

La masa de aguaM .=V} =4" r’h) =4’ {6,4.16 ] ,500° = 2,6.16 kg

agua

4d) Calcula la energia disipada en un afio. Compare el valor encontrado
con la energia perdida por afio por el sistema-actual Tieana.

Energia potencial adquirida por el agua en la pleamar

E=M,,0h=2,6.10"®,8®,52(365=9,3.10.16°J

agu
El 10% de la energia anterior aparece.en forma de calor.

E. =93.13°J

calor
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PROBLEMA 2

ENFRIAMIENTO CON LASER Y MELAZA OPTICA

El objetivo de este problema es desarrollar un teoria sencilla para
entendereldenmi nado Aenf r i ameileanztao. Ellt@ghai ecracd vy
es el enfriamiento de uhaz de atomos neutros, en general alcakn@or

haces de laser con la misma frecuenciasto forma parte del premio

Nobel de Fisica otorgado a S. Chu, P. Phillips y C. Coklleannoudji en

1997.

La imagen supeaor muestra un.atomo de sodida(mancha brillante del

centro) atrapada en la inteexcién de tres pares de lassrortogonales
opuestos. La »regi-n de confinamiento
causa de que la fuerza Optica disipativa se parece al rozamiento viscoso

de un cuerpo gue se'mueva a través de una melaza.

En este problema anaara los fundamentos del fenédmeno de la
interaccion entre un fotdon incidente sobre un atomo y las bases del
mecanismo disipativo en una dimension.

Parte | .-Fundamento basico del enfriamiento por laser

Considerar un atomo de masa m desplazandose p@jeek positivo con

una velocidad vPor sencillez, solamente consideramos el problema en
una dimenson, ignoramos las direcciones yz (ver figura 1). El &tomo
posee dos niveles de energia, el estado mas bajo se considera con valor

. . , h .
cero y el estado exeido con energiadiy g, siendo h =5 El atomo se
encuentra inicialmente en su estado mas bajo de energia.
Un haz de laser con frecuenciay en el laboratorio moviéndose en

direccionix incide sobre un atomo. El laserescompone de un gran
namero de fotones de energiy, y momento- khg. Un atomo absorbe
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un fotdn y después lo emite de forma espontanea; esta emisién ocurre
con la misma probabilidad en el sentido +x gire
Dado queel atomo se desplaza con velocidad no relativista v/c<<1,

emplear solamente los términos de grado 1 para esta cantidad.
Considerar también querv:]—c\‘f 4, esto significa que el momento del

atomoes mucho mayor que el momento de un Unico fatd

g eXeied stae
hw,
e ovound state

internal energy levels of the stom

v hw, -hg
. Wm-’ < / ..'\\S :‘/, ‘»v\\ ///» ”“\_\.‘l
atom ol mass » photon
»

+yx direction

Fig.1.- Esquema de un<atomo de masa m con velocidad v en sentido +x
colisionando con un fotén de energidhy, y momento- fiq. El atomo posee dos

niveles de energia con una diferencia entre ellos d&¥ .

Suponer que la frecuencia del lasex es sintonizada de modo que vista
desde el atomo en movimiento esté en resonancia con la transicion
interna del atomo.

1.-Absorcion

la) Escribir la condicion de resonancia para la absorcion del foton.
La condicion de resonancia supone que la fredaedel foton vista desde el atomo en

movimiento sea igual av,. Nos encontramos en kituacion de que el observader
acerca a la fuente y el efecto Doppler relativista es:
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Si el receptor se acerca a la fuente, como es e| ba&s negativoEl desarrollo en
serie de la funcién anterior y limitAndonos a potencias de primer grado conduce a

o V6
¥, =% B+-0
c C=+

1b) Escribir el momento g del atomo después de la absorcion visto desde
el laboratorio.

La cantidad de momiento del sistema atomdoton antes de labsorciores igual a la
cantidad de mowientodel atomo después de la absorcion

mv- hq=p, =mv- Wl =mv=mv Y v=v- LLC| (1)
C m

m . , . .
Como m= —02 y no se consideran mas que términos de primer gradoJy pom

v
1-

c

[o mismo m=m"=m,.

2

1c) Escribir la energia total del atoma; después de la absorcion visto
desde el laboratorio.

Segun el principio de conservacion de la energia
1 o
“mvi+iy, =U
2

at

2.-Emision espontanea de un fotdn en el sentidx

Un tiempo después._de la absorcion del fotdn incidente, el atomo puede
emitir un fotdn en-a direccion x y sentidox.

2a) Escribir la energia del foton emitidag, después del proceso de
emision en el sentidox, visto desde el laboratorio

Dado que el fotdn se mueve en sentigdo

a ha g
3, v V0 v v V]qo
¥y :YO%- —0=v,&- M 6=y %+ %
¢ C=+ g 8 LG C-=¢ C mc—
g -
Si m < 4 segun el enunciado y dado que v<<c, resultaqﬂg 4 es un término
mv
despreciable y por consiguiente
a 9) o
T . ettt S EE
—Q C=+ c c™ =z
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2b) Escribir el momento del foton emitido; pdespués del proceso de
emisitn en el sentidd x, visto desde el laboratorio.

El momento del foton es igual a su energia divida por c.
hy,
Cc

Px

2c) Escribir el momento del atomofulespués del proceso de emision en
el sentidai X, visto desde el laboratorio.

Conservaidn del momento

mv'=p;t-m\'( m%!-mg=p' -MY Py =MV- qu+h£=mv
c c m c C

at

2d) Escribir la energia del atome,; después del proceso de emisiéon en el
sentidoi X, visto desde el laboratorio.

Como la cantidad de movimiento del a&tomo gsmv , su.-energia vale

o _ pat _ 1 2
= =—mv
“ 2m. (2

3.-Emision espontanea de un fotéon en el sentido +x

Un tiempo después de la absorcion del fotdn incidente, el atomo puede
emitir un fotonen la direccion x y sentidox:

3a) Escribir la energia del fotdbn emitidag, después del proceso de
emision en el entido +x, visto desde el laboratorio.

Dado que el fotdn se mueve en sentido +x.

4 . hag
i =¥ %+—0 ¥, B+ M 6=y %+V%+V quo
(; C=+ % C 8 ¢ C¢ C mc—
g —_—
. hq . . thq A
Si — < 4 segin el enunciado y dado que vs<esulta que— < 4 es un término
mv mc

despreciableg por consiguiente

Ol

¢ =% %+V8%+ o L'y E3£+2

+—8 ¥ %+2 o\'( =ty B+2V8
C C - (; CcC—=
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3b) Escribir el momento del foton emitidoy pdespués del proceso de
emision en el sentido +x, visto desde el laboratorio.

El momento del foton es igual a su energia divida por c.

3c) Escribir el momento del atomoypdespués del proceso de emision en
el sentido +x, visto desde el laboratorio.

Conservacion del momento

m\,'=|o;t+VWL N m"i‘aa-m8:p;+"‘“ Y pL=mv- hg- hEl =myv-2hg
c c m= c

3d) Escribir la energia del atome,; después del proceso de emision en el
sentido+x, viso desde el laboratorio.

Como la cantidad de movimiento del atomggs=mv-, 2liq , su energia vale

2 ) 2 2,2 252
pi _ (mv- 2hq)® _ m’v® +4h°q° - 4mvihq 1 2uihG
2m 2m 2m 2

<

4 -Emision promedio después.de la absorcion

La emision espontanea-de un fotdn en los sdasi x y +x ocurren con la
misma probabilidad

4a) Escribir la energia promedio de un foton emitido después del proceso
de emision.

o V~
¥, +V1~:L%+ 28

¢ C+:VWL+VWLX:VWL%+!8
c ¢ C=+

g
2 2

V]

4b) Escribir el momento promedio de un foton emitido después del
proceso de emision.

_ o hy, +Van %+2¥8
0 _Pi TPy C C ¢ c+_hy v,
W= = =

0
2 2 c?

4c) Escribir la energia promedio del atomo después del proceso de
emision.
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mv?>

¥ :CJatt"'De:tt: 2 2 _mv
" 2 2 2

4d) Escribir el momento promedio del atomo después del proceso de
emision.
_ P tPy _ Mv+my- 2iq

= = =mv- h
P 5 5 V- hnhq

5 -Transferencia de energia y momento.

Suponiendo solamente un proceso completo de absortEmision, tal
como se ha descrito, existe un momento promedio netana energia
transferida entre la radiacion lasery el &tomo

5a) Escribir el cambio promedio de energlaalel atomo después de un
proceso completo de absorcik@amision de un foton.

] , L L1
La energia del atomo en un princi@ntes de absorber-el fotén %ssmv2
La energia promedio del atomo después de la absezniision de un foton es, tal

como se ha calculado en el apartado%lmv2 - vihq.

cpl"#}mvz- vihg- v = vihq=- vt
2 2 c

5b) Escribir el cambio promedio del momentfp del atomo después de
un proceso completo.de emisiabsorcion de un fotén.

El momento del atemo en principio:ep = mv

El momento promedio del atomo después de la abseeotsion es:, segun lo
calculado en 4dmv- hq.

pp=mv- hq- mv=-hq=-h£
c

6.-Energia y momento transferido por un haz de laseque se desplaa
en la direccion x y sentido +x.

Consderar ahora que un haz de laser de frecuenotst incide sobre un

atomo a lo largo del sentido +x, mientras que el atomo se desplaza en el
sentido +x con una velocidad v. Suponiendo la condicion de resonancia
entre la transicion intena del atomo y el haz de laser visto desde el
atomo.
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Vamos a hacer todos los calculos anterigre® con el fdn incidiendo en el sentido
+X. Al lado de cada célculo apareaea numeracioén con prima para poder comparar
cuando el foton incide de izquierdajerecha con cuando lo hace de derecha a izquierda

la) Resonanciay, =¥ % -8

9 C~
1b)y Momento del atomanv+hqg=p,=mV Y V= v+|hq
m
1c) Energia del étomo% mv? +hy, =0,
Emision del fotén ejex
2a) Energia del foton :
a Vo %, vaa v+hg 0 &, VO, V 2v§
R Nt B B W WA
C C = c C+g Cc = c C¢ C+ c C =+
G =hy 5B- 228
¢ C+
hy 28- 2X8 ok
2b) Momento del foton:p, = - ¢ Cro ML
c C
2c) Momento del atomo
’ 4 A - ,
mV = - LY gk i B MYy g =mue 2
c ¢ m 2 c c

2d) Energia del &tomo

_\2
— (pat) = m2V2 +4 C2
2m 2m 2m 2m

at

Emisién del fotén ejex

3a) Energia del foton

o ~2

:YL%- v
c C

na
C

I ODOz

3b) Momento del fotén: p; = VIZL
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3c) Momento del atomo

., k¥ . &
mV =p; + CLY"@* 8hq-pat P =mv

Energia promedio después de la absorcion

4a)” Energias promedio de un foton:

v G- 2
K

4bY Momento promedio del foton

R c |
= = 0
Pr > >
4c) Energia promedio del &tomo

}mv +2hg v+ 1mv
+ .
at LJ;2 at— 5 2 %mv2+hqv

4d)" Momento promedio del &tomo

_ Pa ;pat _ mV+2V12q LS

Pa

6a) Escribir el cambio promedio de energld a@lel 4tomo después de un
proceso completo de absorck@mision de un foton.

La energia del &tomo en un principio antes de absorber el fot%meé:
La energia promedio del &tomo después de la absezni®ion de un fotén es, tal

como se ha calculado en el apdd (4c)’:%mv2 - hq'v.

q)L";tEmv2 +hq'v- v = +hav=+Hh iy
2 2 (o

6b) Escribir el cambio promedio del momentfp del &tomo después de
un proceso completo de emiskabsorcion de un fotén.

El momento del atomo en principio es: p = mv
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El momento promedio del a&tomo después de la abseecndsion es:, segun lo
calculado en (4d)'mv- hq .

EpEmv+hg - mv=+hqg :+V1£
c

Parte Il .-Disipacion vy los fundamentos de la melaza 6ptica

La Naturaleza impone una inherente incertidumbre a los procesos
cuanticos. Asi el hechde que el a&tomo pueda emitir un fotéon de forma
espontanea un tiempo finitalespuésde la alsorcién, conlleva que la
condicién de resonancia no se verifiqgue exactamente como se ha hecho
en los apartados anteriores. Esto significa que la frecuencia de los haces
de laser¥ y ¥; puedan tener cualquier valoy ain asi el proceso de

absorcionemision puede verificarse.Esto sucede con diferentes
probabilidaces y tal como se esperaba, la maxima probabilidad sucede
cuandose verifica la condicion de resonancia. El tiempo promedio entre
un unico proceso de abscion y consiguiente emision se denomina vida

media del estado excitado y se designa fior:
Considerar un colectivo de atomos en reposo en el sistema de referencia
del laboratorio y un haz de laser de frecuencig que incide sobre ellos.

Los atomos absorben y emiten fotones de forma continua, pero existe un
promedio N,.de atomos en estado excitado ( y por consiguientsly,

de atomos en el estado fundamental)os célculos de la mecanica
cuantica llegan al sigiente resultado

ag
D
(¥o- “‘L)+u4+2qF22

Donde ¥, es la frecuencia de resonancia de la transicion entre los dos

Nexc=N

niveles de los atomosges la llamada frecuencia de Rabiqées

proporcional a la intensidad del haz de laser. Tal como se ha indicado
anteriormente el niumero de atomos excitados es distinto de cero aun
cuando ¥ sea diferente der, .Un camino para expresar el nimero de

procesos de absorciéemision por unidad de tiempo edl .0 .

Considerar la situacion de la figura 2 en la cual ddaces de laser, en
contrapropajacion con lamisma pero con _cualquier frecuencia ¥,

inciden sobre m gas de N atomos los cuales se desplazan con velocidad
v en la direccion x y sentido +Xx.
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&
. 020 =2
==t 0 99 V — <mmmmm
°0 o
laser beam ) & laser beam @,

gas of atoms

Fig.2.- Dos haces de laser con la misma pero con cualquiera frecuencig.

inciden sobre un gas de N atomos que se mueven en sentidaex una velocidad
V.

7 - Fuerza sobre los atomos por los laseres

7a) Con la informacion dada encontrar la fuerza con que los laseres
ejercen sobre el conjunto de los atomos.

Recodemos que la fuerza estd relacionada con la variacion de la cantidad de
movimiento F:EF.

ot
Aplicamos al haz de laser que viene .de derecha a izquierda.

N_ @
F(-x):—exf-capF

a
Para | os §t.omos | a , fler e=wendaeon cel efectay Dopplerfi v e n 0

YL%+ X8: ¥, +Y, Y., sustituimos el valor ded\. Y deDp (ver 5a)
¢ C+ c

2 o ~
. ¥ 0
F =N e c RN
3 Vo a C =+
E?‘w’o""’L"’"L*8 +7+2qg ¢
C C 4

Aplicamos al haz de laser que viene de izquierda a derecha

-
. = NecOpr
u

Para | os 8§t omos |l a frecuencia que fAveno

YL%- X8: ¥, -, Y. sustituimos el valor ded\: y deDp (ver 6b).
¢ C-+ Cc
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a 0

& 0]

_ 2 .38 1 1 o]
Fneta_ Nq-R quua "2 ~2 T ~2 2 0
% vg ,u 2 4 vg ,u 2 (9

o” ¥LT¥L -0 +7+2QR o~ ¥ - ¥, 0+7+2qRO

cC c+ 4 C - 9

7 .- Limite a baja velocidad

Suponer ahora una velocidad suficientemente pequefa con el fin de
obtener la fuerza en funcion de la primera potencia de v.

8a) Encontrar el valor de la fuerza neta con esta.condicion

Para manejar con mayor comodidad la ecuacién anterior hacemos:

¥,-¥ =B; +2q 2 =A
e o
é U
Frea= NG 2 hqaé 22 S Uy
é?‘@+'X’LX8 +A ?@'YLXO +AQ
ec C+ G c+= U
Ao ~2 Ao ~2
Y Fruw=NaZHqgs, CTZ ‘ \?g C: oy
Y W
& & C~ & €+ Ua
e 5 ) 2
ngﬂrfv—z By, V- Bz-wrfv—2 ZBxLXg
V Few=Naihqle————F— - oY
& € C= oex C~ g u
e o
| e
V Fowa= N7 hale- T
(ov 8 eaige- v 1 vl
&6k ' 0es c- Hu

El denominador de la ecuacién anterior

José Luis Hernandez PérezaMadrid 2009



25

é 2 ~ Q ~Q ~
g8 +v? +21r _+A8§ +YL—- L%+A§° ?@2+2yL%+A8%2-2yL%+A8
¢ T ¢ R N
HacemosB2 +A=P
a v? 2 2 2 _§ 2 G zgz
£+2xL—8% 2% -4y? —°P :(B +A) :'yo-xL) +7+2qu;l
¢ c? e a
Llevando Io ala Eeta,
N v
oo ANARhaUBYL L - aNaihetady, - v )v
neta 2 2
& 02 g & 0 2
A¥, - ¥ ) +u4+2qgel) 'Yo'YL)2+u7+ZQéQ
e ua @ a

Utilizando le resultado anterior se pueden encontrar las camines de
aumentar la velocidaddisminuirla o no modificarla de los atomogor
accion del haz de luz laser.

8b) Expresar la condicion para obtener fuerza positiva, esto es, aumentar
la velocidad.

El signo dea ecuacion anterior ~esta determinado pgr- ¥, .Para aumentar la
velocidad la Retadebe ser @sitiva; por tantpla condicion es¥, >v¥,.

8¢) Expresar la condicion para obtener fuerza cero

Y,-¥ . =0Y ¥, =7
8d) Expresar la condicion paraobtener fuerza negativa, esto es,

aumentar la velocidad

¥, >¥,

(o]

8e) Considerar que los atomos se mueven con veldidv ( en el
sentidoi x). Escribir la condicién para obteneuna fuerza que disminuya
la velocidad de los atomos.

Para el hazle laser que se desplaza desde la izquierda hacia la derecheydadia

~ R a, VDO v
gue Nnveno :pr%+—84mm& es
o C+ C
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Paa el hazde laser que se desplaza desde la derecha hacia la izquierda la frecuencia
~ . 3, V0 Y%
que fAveno qu%-—gl:'qmms— es
c C=+ C
Si compaamos on los calculos anteriores nos encontramos en la misma situperon

tantq la condicion es la misma gee 8d): ¥, >,

9.- Melaza 6ptica

En el caso de una fuerza negativa se obtiene una fuerza disipativas por
friccion. Suponer que inicialmente t=0, el gas de atomos posee una
velocidad y.

9a) En el limite de bajas velocidades encontranklocidad de los atomos
después de que el haz de laser haya actuado un tiefnpo

La ecuacion del apartado 8a se puede escribir como:

- ANqhg* iy, - v .
SR LT LRI S 0 LW VC A I
e ) ? , @ dt m \Y
dvo- ¥ )+, +2azy
e a
U v b
y . . -2t
Vo Rat= 5 v - Ro=m Y v=vee m
o M Vv m A
0]

9b) Admitir que el gas de-atomos se encuentra en equilibrio térmico a
una temperatura . Encontrarla temperatura T después de que el haz de
laser haya actuado un-tiempb

Aplicando el principio de equiparticion de la energia en una sola dimensién

. KT, .
EkTO:EmvgY vi=—2 Ler=tmey v =X
2 2 m 2 2 m

Llevando estos valores a la ecuadi@nla velocidad del apartado.9a

b (; b

/ -=U0 -2-C

1/—kT: Ko om™ T=T,e M
m m
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PROBLEMA 3

¢ POR QUE LAS ESTRELLAS SON TAN GRANES?

Las estrellas son esferas de gas caliedteemayoria de ellas brillana
causa de que fusionan el hidrégeno en helio en sus partes centrales. En
este problema se utilizaran concept@to de la meénica clasica como

de la cuanticay también de la elgrostatica y termodinamica con el fin

de entender pogué las estrellas han de tener un tamafo suficientemente
grande para lograr el proceso de fusion y ademas para obtener la masa y
el radio de las estrellas mas pequefas que pueden fusionar el hidrégeno

Fig.1.- Nuestro Sol, come.la-mayoria de las estrellas, brilla debid® que en sus
partes centrales se verifica ala fusion termonuclear de hidrégeno en helio.

Constantes utiles

Constante de Gravitacion Universal: G = 6,7.18' m* kg™ &
Constantede Boltzmann: k=1,4.103 JK*

Constante de Planck: h= 6,6.18* m%g s*

Masa del protén: m,= 1,7.10°' kg

Masa del electrén: m=9,1.10* kg

Unidad de carga eléctrica:q=,6.10°C

Permitividad del vacio: €,=8,9.10™ C°N'* m™

Radio del Sol: R=7,0.10 m

Masa del Sol: Ms=2,0.10%kg

1.- Estimacion clasica de la temperatura del centro de las estrellas

Suponer que el gas que forma las estrellas es hidrogeno totalmente
ionizado (el mismo numero de alwones que protones) y que se
comporta como si fueserugas ideal. Desdel punto c vista clasicpara
lograr la fusion de dos protones se necesita que estén a una distancia de
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10" m para que a esta distancia aparezcan fuerzas nucleares atractivas
gue superen a las repulsiva®ara llegar a esa distancias preciso
vencer la fuerza de repulsion de Coulomb. Suponer que los dos protones
son masas puntuales y que se desplazan uno al encuentro del otro con
una velocidad ¥s , la velocidad cuadratica media, en una colisiéon
frontal unidimensional.

la) Deterninar la temperatura del gas, JI, para que la distancia de
aproximacion entre los dos protones. dea igual a 10° m. Dar el
resultado con dos cifras significativas.

Los dos protones cuando se encuentran muy alejados poseen cada uno la energia
pYrms?

cmetlcaEm vZ _, a medida que se acercan su energia cinética disminuye pues aparece

energia potencial eléctrica, el maximo acercamiento supone que desaparece la energia
potencial convertida en potencial eléctrica

Z&mpvfma: ,10
2 470,

N

Q.|Q

c

De acuerd@on la teoria cinética

2
Skt =tmve v 2GkTet Ty
2 2 2 470 d,
2 19)2
Te B— (16.10%) =5,4.10K

12 k(d, 12°1,4.10%¢8,9.102A0*°

2.- Comprobando que.la temperatura anterior esta equivocada.

La comprobaciéon-de si la temperatura anterior es correcta, se necesita un
meétodo independiente para deducir la temperatura de la estrella. La
estructura de las estrellas es muy complicada pero podemos acercarnos a
Comprenderla haciendo algunas suposiciones. Las estrellas estan en
equilibrio no se expanden ni se contraen debido a que la fuerza
gravitatoria actuando hacia dentro esta equililta con la fuerza de
presion hacia fuera(ver figura 2). Para una corteza de gas la ecuacion
de equilibrio hidrostatico a una distancia r del centro de la estrella esta
dada por la siguiente ecuacion

pP_ CMr iy

o (2

P es la presion del gas, G leonstante de Gravitadn, M, masa de la
estrella dentro de una esfera de radio r,ry la densidad del gas en la
corteza.

José Luis Hernandez PérezaMadrid 2009



28

Fig.2.- Las estrellas estan en equilibrio hidrostatico con las diferencias de presion
equilibrando la gravedad

Un orden de magitud de la temperatura de la estrella se puede calcular
utilizando los parametros del centro y superficie de la estrella haciendo
las siguientes aproximaciones:

, Py P, son las presiones en el centro y en la superficie de

la estella, dado que P->P, se puede suponer. que

Con igual aproximaciénDr =R, R es el radio-total de la estrella
M masa de la estrella

, la densidad se considerala-del centro.
Se supone que la presion es la.de un gas ideal.

2a) Encontrar la ecuacion de/la temperatura en el centle la estrella T
en funcion del radio y masa de la estrella y de las constantes fisicas.

En la ecuacion hacemos las aproximaciones del enunciado.

(1)

En la estrella existen el mismo nimero de protones que de electropes gbhumero
de protones. La teoria cinética establece para la presién de un gas ideal:

N es el nimero total de particul&s=2 Xp

La densidad es igual a:
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