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|.-RADAR PENETRANTE BAJO TIERRA

1) El radar penetrante bajo tierra (GPR) se utiliza para detectar y
localizar objetos que estan bajo la superficie terrestre a poca
profundidad, para ello, se envian ondas electromagnéticas al interior de
la tierra y se reciben las ondas reflejadas por los objetos. La antena y el
detector estan colocados sobre la superficie terrestre y en el mismo lugar.
Una onda electromagnética plana polarizada de frecuencia angular!)
o] que se propaga en la direccidén z estd representada mediante la
ecuacion
E =E,e %cos(wt - Bz)

En la que E, es constante, a es el coeficiente de‘atenuacion y S es el
namero de onda expresados por

uE o’ _ e o’
a=w |—|./1+ -1 ; =w [—| .1+ +1
\/2 { &*w? } B \/2 { £’ w? }

K€Y orepresentan la permeabilidad magnética, la permitividad eléctrica
y la conductividad eléctrica respectivamente.

La sefal no se detecta cuando la amplitud de la sefial del radar que
proviene del objeto cae por debajo de 1/e (37%) de su valor inicial. Se
emplea una onda electromagnética de frecuencia variable (10 MHz a
1000 MHz) con la finalidad de ajustar el rango y resolucién de la
deteccion.

El funcionamiento del GPR depende de su resolucion, la cual representa
la minima separacion entre dos objetos reflectantes que pueden
detectarse. La minima separacion debe originar como minimo una
diferencia de fase de 180° entre las dos ondas reflejadas que llegan al
detector

Datos: m=4#z10"Hm y &=8,85.10"F/m
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a) Suponer que la tierra es no magnética ( u=u,) cumpliéndose la

w &
términos de 1 y &.

2
condicion (Lj <<1. Obtenga la velocidad de propagacion v en

b) Calcular la méaxima profundidad a la que se puede detectar un objeto
si la conductividad de la tierra es 1,0 mS/m vy la permitividad 9&,,

2
., - . g
cumpliéndose la condicion (—j <<1

w &

c) Considerar dos barras conductoras paralelas que estan enterradas
bajo tierra a una profundidad de 4m. La tierra tiene una
conductividad de 1,0mS/m y una permitividad de 9&,. Suponer que el
GPR esta4 situado por encima de una de las barras y suponer que el
detector es puntual. Calcule la minima frecuencia requerida para
obtener una resolucion lateral de 50 centimetros:

D )Para determinar la profundidad de-una barra enterrada a una
distancia d de la superficie terrestre se-hacen medidas a lo largo de
una linea perpendicular a la superficie terrestre y el resultado de las
mismas se refleja en la siguiente grafica

Posicion del
detector X

v

Gréfica del tiempo empleado t frente a la posicion x del detector, t (minimo ) =100 ns

Obtener la expresion matematica que relaciona t en funcion de x y
calcular el valor de d.
a) .- Obtenga la velocidad de propagacion v en términos de p y €.

Recordemos que la ecuacién de una onda armonica es

E=E, cos2n t.z =E_cos 2mt _ 2nz = E, cos ﬁt—%
T A T A A

identificando el paréntesis de la ecuacion del problema con la ecuacion anterior, se
tiene:
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O=—— B=% = o=pfv = v=

El nimero de ondas que da el enunciado es:

2 2
BCO\/%PLL ?2+1} Si %<<1 = B:m\/E
0] 0]

De las ecuaciones (1) y (2) se deduce v = %
ue

b).- Calcular la maxima profundidad a la que se puede detectar un objeto

. . , . E
El limite de deteccion se produce, segun el enunciado, cuando E =— =0,37E,

e
E - — -
—2—Ee ¥ = 1e0z o 192 o jn1o_gz41 = 2-1
e e o
1
z,=
2
o || e -1
2 e°m
1
. n o’ 2 1 o’
Aplicando el desarrollo (1+x)" ~1+nx, estoes, {1+ | ~1+=——
e 2¢°0
1 2 e
Zm= = — |—
e’ o\u
4e
Teniendo en cuenta que
o=10™  Wiioanio’ T g_o0e —orgesi0n &
m m m

* -12
7 - 2 . 19 8,85.]i(7) ~159 m
1,0.10 47110

c) .- Calcule la minima frecuencia requerida para obtener una resolucion lateral de
50 centimetros.

En la figura inferior se observa que la onda electromagnética para detectar la primera
barra debe recorrer la distancia d , dos veces ida y vuelta, y para detectar la otra barra la
distancia d;, también dos veces.

Tierra
I N
: o~ d
d=4m| ANy
O+—0
0,50 m
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El enunciado del problema dice que para la resolucion la diferencia de fase debe ser
180°, por tanto entre la ida y la vuelta, debe existir una diferencia de media longitud de

onda, o lo que es lo mismo d, =d +%

2
(d+%] =d?+050° = A +32%-4=0 = A=0125m

Con este dato podemos obtener la frecuencia

L = L : =8,0.10° Hz

11 1
CJuer Ju,*9e, & [4n107 *9*885.1072 0,125

v=Af=f=

><

d).- Obtener la expresion matematica que relaciona t en funcién de x y calcular el
valor de d.

En la figura se observa que cuando el detector y antena estén justamente encima del
objeto enterrado, la longitud que recorre la onda es minima y por tanto el tiempo
empleado en dicho recorrido

d | \\ :
| D !
S SN ®
d? +x? =D? = v?t%, “como V= 1 _ ! =1,0.10° m

X =~/10"°t* —d?
Al tiempo minimo (t minimo de ida y vuelta = 100 ns) , le corresponde el valor x = 0.

0=10"t* -d* =d=10°t=10°*50.10° =5 m
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11.-SENALES ELECTRICAS TRANSMITIDAS

Algunos animales marinos tienen la habilidad de detectar a otras
criaturas situadas a cierta distancia debido a las corrientes eléctricas que
producen estas criaturas al respirar o a otras contracciones musculares.
Algunos predadores utilizan estas sefiales eléctricas para localizar a sus
presas aun cuando se encuentren escondidas bajo la arena.

El mecanismo eléctrico que subyace en la generacion de la corriente por
parte de las presas y su deteccion por parte del predador pueden
modelarse tal como indica la figura 1.

Predador

A
v

ls

Figl.- Un modelo para describir la deteccidon de la potencia eléctrica proviniente
de una presa hacia su predador

La corriente eléctrica generada por la presa fluye entre dos esferas con
potenciales positivo y negativo situadas en el cuerpo de la presa. La
distancia entre los centros de las dos esferas es |s y cada esfera tiene un
radio rs , siendo rs mucho mas pequefio que la distancia .

La resistividad del agua de mar es p. Se supone que la resistividad del
cuerpo de la presa es igual a la del agua de mar, lo cual supone que se
debe ignorar la frontera limite indicada en la figura 1 para la presa.

Con la finalidad de describir la deteccion de la potencia eléctrica por
parte del predador, el detector se modeliza también mediante dos esferas
situadas en su cuerpo Yy que se encuentran en contacto con el agua de
mar, situadas de forma paralela a las de la presa. Ambas esferas se
encuentran a una distancia Iy y cada una posee un radio ry, siendo éste
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muy pequefio respecto de la distancia lg. EI campo eléctrico a lo largo de
la linea de conexion de ambas esferas es constante. En este caso el centro
del detector se encuentra a una distancia y por encima de la fuente como
indica la figural.

El detector forma un circuito eléctrico cerrado formado por la presa, el
agua de mar y el predador, tal como indica la figura 2.

Rm
—
f
[
[
Ry 1 Vd

Fig 2.- El circuito cerrado es equivalente al del predador la presay el agua de mar.

En la figura 2, V es la diferencia de voltaje entre las esferas del detector
debido al campo eléctrico inducido por. la presa, R, es la resistencia
eléctrica debida al agua de mar, V4 y'Rg.s0n respectivamente la diferencia
de voltaje entre las esferas detectoras y la resistencia entre ellas debido al

cuerpo del predador.
%

1.- Determinar la densidad de corriente ; (corriente por unidad de area)

causada por una fuente de corriente puntual Is a una distancia r en un

medio infinito.
_>

H
2.- Basado en la'ley g =p j, calcular la intensidad del campo eléctrico

E, en el medio de las esferas de deteccion ( punto P) para una corriente
dada I entre las esferas del cuerpo de la presa.

3.-Determinar para la misma corriente Is la diferencia de voltaje V, entre
las esferas de la presa y la resistencia eléctrica entre ellas y la potencia
producida por la fuente

4.-Calcular R, y V4 de la figura2 y también la potencia transferida (Py)
desde la fuente al detector

5.-Calcular el valor optimo de Ry que permite la maxima potencia de
deteccion y determinar el valor de ésta.
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Los modelos de campo fuente (source-field) mas sencillos son el monopolo y el dipolo.
A efectos de resolver este problema se puede hacer mediante las leyes electrostaticas,
cambiando I por la carga estatica y o reemplaza a la permitividad y el vector densidad
de corriente j esta relacionado con el campo mediante la expresion

j=cE = E-= J_ PJ
(e}
%
1).- Determinar la densidad de corriente |

El campo creado por una carga puntual en un medio de permitividad ¢, esta dado por la
expresion

= e o pmgte = Joe ()

E= 2 2
An er dno r 4n

e es un vector unitario con origen en la corriente punto y dirigido hacia le punto que
distar.

2).- Calcular la intensidad del campo eléctrico
Para calcular el campo en el punto P lo hacemos como si las esferas fuesen conductores
con cargas eléctricas de distinto signo y aplicando la expresion (1)

A
v

Uy €S un vector unitario en. la direccion positiva del eje X , uy es un vector unitario en la
direccién positiva del eje.Y

. pl
E =pj=—2-1¢e, (2
+ p.l 47"_2 1 ( )

e1 €s un vector unitario dirigido en la direccion y sentido AP y vale

IS
AP orP-0A Y,

e, = = 3
B T e N
+i
y 4
Se sustituye (3) en (2)
u, ——u
£ :pj:plse: ple . _pl Yy 7ot
* 4nr? ' 4nAP? Tt 4An g :
2+75
_(y 4J -
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Siguiendo el mismo procedimiento para E. resulta:

I
yuy+§5uX

El campo resultante

3).- Determinar para la misma corriente Is la diferencia de voltaje Vs entre las
esferas de la presa y la resistencia eléctrica entre ellas y la potencia producida por
la fuente

Seguimos suponiendo que las esferas.son dos conductores. El potencial de la positiva en
su centro debido a la carga de ella misma es:

v - Pl
4nr,
y el dela esfera negativa
v Pl
Anr

S

Se hace la aproximacion de que al ser 1>>r; la influencia de una esfera en otra es
despreciable

AV =V, -V_ _ Pl (5)
2,

Con mas rigor debemos tener en cuenta para el calculo del potencial el que crea una
esfera en el centro de la otra. Asi

| |
V:ps+ pS 1 V:_

Y4, 4n(l, -r)

S

Pl Pl
4mr ’ 4r(l, —r,)

S
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A=V _V - 2o, 2ply _ply(l,—r)=plr, _pl(1,—2r,)
drr, 2n(l, —r,) 2nr. (I, —r,) 2nr, (I, —r,)

La expresion anterior conduce a (5) cuando Is>>r

pl;
. TS V., 2ar
La resistencia eléctrica entre las dos esferas vale: R, = — = oo P (6)
I I 2mr,
: pl?
Lapotencia: P=V]I,=— (7)
2,
4).- De acuerdo con la expresion (6) el valorde Rnes: R, = 2p
i,

El campo eléctrico creado por la presa en el punto P corresponde a la expresion (4).
Teniendo en cuenta que este es constante resulta:

V=g, =2l
ny

Si observamos el circuito eléctrico del enunciado

. . VR 1.1l R
|d= Vv , |d=Vde — Vd: d :psssd d
R, +R, Ry+R,, 4ny R .+ P
‘ 2mr,
2
b iy - Wi VR, _(plslsldj R, @
d — 'dYd ™ - -
R¢+R, (R, +R,) Any® 0 2
R4+
2mr,

Para calcular el valor maximo de la potencia transmitida derivamos la expresion (8)
respecto de la variable Ry e igualamos a cero.

2
dPy _ye| (Re+Ra) _ZRd(f“Rm) ~0=>R,+R, -2R,=0=R,=R, ="
dRr, (Rd+Rm) 2,

plslsld 2* Rm plslsld 2*2nrd P (Islsld)2
Py (max) = 3 2 3 - 6
4ny 4R;, 4ry 4p 32ny
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I1l- VEHICULO PESADO MOVIENDOSE POR UN PLANO
INCLINADO

La figura I11-1 es un modelo simplificado de un vehiculo pesado que
tiene un cilindro en la parte trasera y otro en la delantera como ruedas y
que se desplaza por un plano inclinado de angulo g. Cada cilindro tiene
una masa M y su forma (ver figura 111.2), consiste en una cilindro hueco
siendo el radio exterior R,= Ry el interior R; = 0,8 R,, ademas lleva ocho
radios iguales distribuidos simétricamente siendo la masa total 0,2 M. La
masa del tren de aterrizaje que soporta el armazén del vehiculo se
considera despreciable. El vehiculo se desplaza hacia debajo de un plano
inclinado por la accién del campo gravitatorio terrestre y de las fuerzas
de rozamiento

i
WF

Fig. 111-2

cilindro
trasero

cilindro
frontal

Fig. 111-1

Los coeficientes de rozamiento estatico y dinamico entre los cilindros y la
carretera son i Yy u respectivamente. EI armazon del vehiculo tiene una
masa 5M, una longitud L y un espesor t. La distancia entre los centros
de los cilindros es 2l y éstos estan dispuestos simétricamente respecto del
armazon. La distancia desde el centro de un cilindro a la base inferior del
armazon es h. El rozamiento entre eje y cilindro es despreciable.

1) Calcular el momento de inercia de cada cilindro
2) Dibujar todas las fuerzas que actian en los cilindros y en el armazon.

Escribir las ecuaciones de movimiento de cada parte (cilindros y
armazon)

José Luis Hernandez Pérez, Agustin Lozano Pradillo, Madrid 2008



12

3) El vehiculo parte del reposo y se mueve libremente bajo la influencia
del campo gravitatorio. Calcular las aceleraciones para los siguientes
casos: 1) rodadura pura de ambos cilindros 2) rodadura con
deslizamiento de ambos cilindros 3) rodadura pura del cilindro delantero
y rodadura con deslizamiento del trasero.

4) Suponer que despues de que el vehiculo ha recorrido una distancia d
con rodadura pura penetra en una seccién de la carretera en la que los
coeficientes de rozamiento son menores g Y i« de modo que ambos
cilindros comienzan a deslizar. Determinar la velocidad lineal y angular
de cada cilindro después de que el vehiculo haya viajado una distancia
total de s metros. Se supone que d y s son mucho mayores que las
dimensiones del vehiculo.

1) El momento de inercia de cada cilindro es la suma del momento de inercia de los
radios mas la del cilindro hueco.

Cada radio gira alrededor de su extremo y su momento de_inercia se puede calcular
partiendo del momento de inercia de una barra homogeénea y.del teorema de Steiner

1 ., 1\’ mi? 0,2MR? ¥ 0,2M(0,8R)*  0,128MR?
Iradio = ml= +mj — = I8radios = = =
12 2 3 3 3

Para calcular el momento de inercia del-cilindro hueco debemos recurrir al calculo
integral. Supongamos que a una(distancia R, <X <R consideramos una capa

cilindrica de espesor dx, sea p la densidad del material y H su altura, su masa vale
dm=H*2nx dx*p
y su momento de inercia respecto del eje del cilindro dl = H*2nx dx*p*x>. El

momento de inercia del cilindro hueco se obtiene por integracion de la expresion
anterior entre los limites Rj y R

R 4 R 4 4
Icilhueco= IH*anst*P=ZTCH px— =rH P R Ri :TCH p(R2+Ri2XR2_R2)
. R. 4 R. 2 2

| |
La masa del cilindro hueco es

08M= n(R? —RZ)J*H*p
De las dos ultimas ecuaciones se deduce

| o = 0:4M(R? + RZ) = 0,4M(R? +0,64R? )= 0,656M R?

=0,656MR’ +¥ MR? = 0,7MR?

cil.hueco

I =1 +1

cilindro cil.hueco 8radios
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Nj_ N2
frl frZ
Fp1 Fp2
Np1 Np2
0 8]
Mg Mg
Rueda trasera Rueda delantera

Armazon

Rueda trasera : Mg es el peso , fi; la fuerza de rozamiento, N; la fuerza que ejerce el
plano inclinado , Np; y Fp; Son las componentes que el-armazon ejerce sobre la rueda

Rueda delantera : Mg es el peso, f, la fuerza de rozamiento, N; la fuerza que ejerce el
plano inclinado , Np, y Fp, son las componentes que el armazon ejerce sobre la rueda

Armazon: 5 Mg es el peso aplicado.en-el centro de masas, Fp11 €s la reaccion a Fpy
Np11 €s reaccion de Npy, Fpoo reacciona Fp, , Npg, reaccion a Np;

Ecuaciones del movimiento

Rueda trasera F,—f,+Mgsen6=Ma (1) ; Ny, +Mgcos6=N, (2)
Rueda delantera F,, —f, +Mgsen6=Ma (3) ; Ny, +Mgeos6=N, (4)
Armazon 5Mgsend-F,, —F,, =5Ma (5) ;5Mg cosb =N, +N,, (6)

En el armazodn se cumple que la suma de momentos de las fuerzas respecto al centro de
masas es nula.
“ N, *I+N,, *I—Fpl[h +£j—FP2(h +1J=o
2 2
En las ecuaciones del armazon se ha hecho uso del principio de accion y reaccién, esto
es, que los modulos de las fuerzas de accion y reaccion son iguales.
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3)-1 Calcular las aceleraciones para el siguiente caso: 1) rodadura pura de ambos
cilindros

Sumamos las ecuaciones (1) y (2)
F,+F,—f,—f,+2Mg seno =2Ma (8)
Como los dos cilindros ruedan sin deslizar se cumple:

f *R=lo. ; a=oR :>frl=§; f,*R=lo. ; a=oR :>f,2=%

Sustituyendo en la ecuacion (8)

Foy +Fos —$+2Mg send =2Ma (9)

De la ecuacion (5) se deduce: F,, +F,, = 5M(g senf — a), llevado-a la ecuacion (9)

* 2 %
5M(g sene—a)—$+2Mgsene:2Ma = 7Mgsene:7Ma+2 0’7N!R .

= 7Mgsen6=84Ma = a= ég send = 0,833g send

El angulo 6 debe cumplir alguna relacion para.que se verifique la rodadura pura.

A partir de la ecuacion (7) se deduce: I(Np, N, )= [h +%)(FP1 +F,,) (10)

La ecuacion (6) N, + N,, =5Mg-cos0, se suma a la (10), resulta:

h+ t
N, =25M| g cos6+ I 2 (g sene)—O,SBBg seno

Llevando esta relacion a la ecuacion (4)

h+1

N, =3,5Mg cos6+0,42Mg send (11)

Si la ecuacion (6) se suma en lugar de restarse a (10) y se opera el resultado es:

h+1

N, =3,5Mg cos6-0,42Mg senb

Si existe rodadura pura, se tienen que cumplir las siguientes condiciones para la rueda
trasera
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fo<puaN;; f,*R=lo;a=aR = f,*R<p,NNR = -E<MJ%R::

h+1

0,7MR?*0,833g seno < u,R?| 35Mg*° cos0—0,42Mg send

h+1 h+1

0,583 senf < 3,5u, cos6—0,42p, send = tago | 0,583+ 0,42

<35, =

3,91

tag 0 < (12)

h+i

0,583+ 0,42, TZ

Para la rueda delantera las condiciones son:

f,<puN,; f,*R=lo; a=aR = f,*R<pN,R = -E<HJ%R

y operando de la misma manera que antes se llegaa

351,

tag 0 < (13)

h+£

0,583 0,42y, %

3)-2 Calcular las aceleraciones para el siguiente caso: 2) rodadura con
deslizamiento de ambos cilindros

Si los dos cilindros deslizan las fuerzas de rozamiento son las méaximas posibles

f =N, ; fro =N,
Sumamos las ecuaciones (1) y (3)

Fo, +Fo, =1 (N, + N, )+ 2Mg senf = 2Ma (14)
Sumamos las ecuaciones (2) y (4) y sustituimos el valor de la (6)
N, +N, =N, +N,, +2Mg cos6=7Mgcos 0 (15)

De la ecuacion (5)
F., +Fs, =5M(g send—a)  (16)

Se sustituye (15) y (16) en la (14)
S5Mg senb-5Ma—n, 7Mg cos6 +2Mg send = 2Ma = a=g send—p, coso
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3)-3. Calcular las aceleraciones para el siguiente caso: 3) rodadura pura del
cilindro delantero y rodadura con deslizamiento del trasero

La rueda trasera desliza
Fo, =N, + Mg send = Ma

La rueda delantera rueda
F,—f,+Mgsend=Ma = F,,— |%+ Mg send = Ma

Se suman estas dos ecuaciones y se sustituye el valor del momento de inercia
Fo, +Fo, =« N, +2Mg sen6-0,7Ma= Ma

De la ecuacion (5) se deduce:F,, +F,, :5M(g sene—a), combinando esta ecuacion
con la anterior

5Mg send—5Ma-— i, N, +2Mg send—0,7Ma=Ma="._a = ™9 S;“”?GN_I“KNl (17)
h+£ h+1
La ecuacion (7) conducea —N,, +N,, = Tz (F, +F.,)= I 2 I5M(g seno—a)
La ecuacion (6) N, + N,, =5Mg .coso
t
h+—
A partir de estas dos Ultimas ecuaciones 2N ,, = 5Mgcos 6 — TZ 5M(gsend —a)

De la ecuacion (2) N, = N, —Mgcos6, la ecuacion inmediata anterior queda

t
h+—
N, =3,5Mgcos6 - I 2 2,5M(g sene—a) (18)

Mg senb-7,7Ma
Mk

y se lleva a la (18)

De la ecuacion (17) se despeja N N,

José Luis Hernandez Pérez, Agustin Lozano Pradillo, Madrid 2008



h+1
Mg senb6—-7,7Ma=35Mp,g cosO—

t
h+—
I 2 2,5Mp, g senb + 2

2,5Mp,a
h+£
= 79 seno + 2

t
h+—
2,519 sen®—-3,5u,9 cosO=7,7a+ 2

25 na =

h+£
g seno| 7+ 2

2,51, |—3,51,9 cos6O

h+1
7742

2,91
4).- Si el vehiculo parte del reposo y rueda sin deslizamiento su aceleracion vale

a4 = 0,8339.seno

y su velocidad lineal al final del tramo de longitud d

vy =4/2da, :\/1,666 d g send

Su velocidad angular

v, 1666 d g seno
Oy =—=

R R

Cuando el vehiculo entra en la zona de deslizamiento la fuerza de rozamiento disminuye
y la aceleracion vale

a;, =0 send—p,,gcos o

Las ecuaciones de movimiento de traslacion son:

V, =Vy+alt ;

1
s—d=v, it+=at’

Despejando el tiempo de la segunda ecuacion

José Luis Hernandez Pérez, Agustin Lozano Pradillo, Madrid 2008

17



Ve + V2 +2a (s—d)
- a
sustituyéndolo en la ecuacién de la velocidad

S

2 p—
V, =V, +a, VENG 22 2,5-d) = JvZ+2 a(s—d)

S

La fuerza de rozamiento crea un momento de valor f, *R=la = a= I

y la velocidad angular

/1,666 g send L R [ Ve + V2 +2a,(s-d)

o, =0, +tat =
R | a

S

José Luis Hernandez Pérez, Agustin Lozano Pradillo, Madrid 2008
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