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1.- Una plataforma circular  de masa M = 360 kg y radio R puede girar 

libremente alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro. En 

el instante t=0, dos personas cada una de masa m = 60 kg se encuentran 

situadas en sendos  extremos de un diámetro de la plataforma. Ambas 

personas y la plataforma están en reposo en el instante t=0. Si ambas 

personas se desplazan en el mismo sentido que avanzan las agujas de un 

reloj con velocidad constante, cuando hayan recorrido una vuelta 

completa respecto de la plataforma, determinar el ángulo que han girado 

respecto de un observador inercial que está fuera de la plataforma. 

 

El sistema plataforma-personas constituye un sistema aislado, y ello conlleva que el 

momento angular se conserve. Si las personas se desplazan en el sentido de las agujas 

del reloj la plataforma debe girar en sentido contrario para que el momento angular total 

sea nulo, tal como lo era en el instante t=0. 

Designamos con w la velocidad angular de rotación de la plataforma respecto del 

sistema inercial exterior y v la velocidad lineal de las personas respecto del mismo 

sistema. La velocidad v de las personas es igual a  

 

Rɤv p=  

Siendo wp la velocidad angular de las personas respecto del observador inercial. 

 

La conservación del momento angular establece que  
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Si el ángulo girado por la plataforma es ïb, las personas deben haber girado una vuelta 

más beta, a=2p+b 
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2.- La densidad de un planeta, de radio R,  depende de su distancia al 

centro del mismo según la ecuación 

 
kroɟɟ -=  

 

Siendo r la distancia desde el centro del planeta al punto considerado. El 

valor en la superficie del planeta es ¼ del valor máximo de la 

densidad.¿A qué distancia del centro del planeta la intensidad del campo 

gravitatorio es máxima? 

 
La densidad máxima es ro y ocurre cuando r = 0,. Cuando r =R la densidad es un cuarto 

de ro 

r
R

ɟ

4

3
ɟɟ

R

ɟ

4

3
kkRɟɟ

4

1 o
o

o
0o -=Ý=Ý-=  

 

La intensidad del campo gravitatorio a una distancia r del centro del planeta vale 
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Siendo M la masa comprendida en una esfera de radio r. Consideramos una capa 

esférica de radio l y espesor dl, siendo r>l , la masa de esa capa esférica es  
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Para hallar la masa M hemos de integrar la anterior expresión entre cero y r 
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El campo gravitatorio es: 
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Para hallar la distancia r a la cual el valor de la intensidad del campo gravitatorio es un 

máximo, derivamos la expresión anterior con respecto a r e igualamos a cero 
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3.- En un contenedor se mantiene la altura del agua constante H. Por un 

orificio situado a una altura H/3 surge el agua, la cual alcanza una 

cierta distancia del contenedor. Se pide a que altura se debe practicar un 

orificio igual para que el agua alcance la misma distancia del 

contenedor. 
 

De acuerdo con el teorema de Torricelli la velocidad de salida del agua está dada por la 

ecuación 

2ghv=  

Siendo h la altura desde el centro del orificio a la superficie libre del líquido. Si 

aplicamos esta ecuación al primer orificio tenemos 
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Las ecuaciones del chorro de agua en el aire son: 
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Cuando y=0, el alcance del chorro es: 
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Designamos con h la altura del otro agujero respecto del suelo y cómo ha de alcanzar la 

misma distancia, podemos escribir 
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De ambas ecuaciones 

 

( ) ( ) 2
22

hHh
9

2H
2hhH2

9

8H

g

2h
hH2g

3

H22
-=Ý-=Ý-=  

 

Resolviendo la ecuación de segundo grado 
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4.- Un bloque de peso P se encuentra en reposo sobre un suelo 

horizontal, siendo el coeficiente de rozamiento estático m. Sobre el bloque 

se aplica una fuerza F que puede formar con la horizontal cualquier 

ángulo agudo b. Calcular la fuerza mínima que se precisa para iniciar el 

movimiento del bloque y el valor del ángulo. 

 
El diagrama de fuerzas que actúa sobre el bloque es el siguiente: 

 

   

 

 
 

 

 

 

Para calcular el valor mínimo de F derivamos F con respecto a la variable b e igualamos 

a cero. 
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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5.- Desde  un terreno plano que forma con la dirección horizontal un 

ángulo a, se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba formando la 

dirección de la velocidad inicial un ángulo b con la horizontal. A) 

Calcular el valor de b para que el cuerpo permanezca en el aire el mayor 

tiempo posible b) Lo mismo para que el alcance sea el mayor posible. 

 
a) Las ecuaciones del movimiento del cuerpo en el sistema de referencia que se indican 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Supongamos que cuando el tiempo t es el mayor posible el impacto del cuerpo con el 

suelo tiene de coordenadas xa e -ya , ambas coordenadas relacionadas por 

 

-ya = xa tag a 
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El tiempo mayor posible ha de cumplir que su derivada con respecto a b sea cero 
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Los ángulos complementarios tienen el seno de uno igual al coseno del otro y viceversa, 

por tanto, sus tangentes cumplen la relación anterior, lo que quiere decir 
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b) Para buscar la condición de alcance máximo la forma de operar es semejante a la 

anterior 

-ym = xm tag a 
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El alcance  mayor posible ha de cumplir que su derivada con respecto a b sea cero 
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6.- La fotografía del espectro del Sol para la línea amarilla ( 0
A5890.ɚ= ) 

se encuentra desplazada 0
0,08A  según el borde del Sol del cual provenga 

la luz. Calcular la velocidad lineal de los puntos del ecuador del  Sol 

debido a su movimiento de rotación 
 

Consideramos a la Tierra fija, donde se recibe la fotografía, y el Sol rotando. La luz de 

un borde del Ecuador se acerca a la Tierra y la del borde opuesto se aleja.  

Según el efecto Doppler, las frecuencias registradas son respectivamente: 
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Restando los inversos de las ecuaciones anteriores 
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7.- Un recipiente de volumen V se conecta a una bomba de pistón cuya 

cámara tiene un volumen V´. La presión inicial del recipiente es P. Se 

pide el número de emboladas que hay que efectuar para que la presión 

del recipiente se reduzca a Pf. La variación de temperatura se considera 

despreciable. 

 
Cuando la bomba aspira el volumen inicial V del recipiente  aumenta a V+V´ y por 

consiguiente la presión disminuye a p1. Después de la aspiración las válvulas funcionan 

para que el aire contenido en la cámara de la bomba salga al exterior. 

La presión en el recipiente es: 

p1 (V+V´) = PV     
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Si ahora se efectúa una segunda embolada, la presión disminuye a p2. 
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8.-Dos cilindros se encuentran inicialmente situados como indica la 

figura. 

  
 

A medida que desliza el cilindro inferior hacia la derecha, el superior, mientras esté en 

contacto con él, sigue empujándolo y haciendo que su velocidad aumente, por tanto, 

ésta adquirirá un valor máximo y a partir de ese momento los cilindros dejan de estar en 

contacto, ya que si siguiesen en contacto la velocidad aumentaría aún más  y eso no es 

posible porque hemos llegado al máximo valor de ella. 

 

 

 
En este momento el cilindro superior posee una velocidad vy dirigida hacia abajo y el 

cilindro inferior una velocidad vx dirigida hacia la derecha. Dado que no existen 

rozamientos, la energía cinética que han adquirido los cilindros proviene de la pérdida 

de energía potencial del cilindro superior. 
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Volviendo al triángulo de la figura:          
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De forma suave, se desplaza el cilindro 

inferior hacia la derecha y así comienza 

a deslizar por la acción del cilindro 

superior que  actúa en contacto con el 

inferior y con la pared vertical. Se 

admite que no existe ningún rozamiento 

entre las superficies que estén en 

contacto. Se pide la velocidad final que 

alcanza el cilindro inferior 

 

 

 

En la figura de la izquierda se representan los 

cilindros en la situación inicial y cuando ha 

transcurrido un cierto tiempo. R representa el 

radio de cada cilindro, inicialmente la 

distancia entre sus centros de masa es 2R. Al 

cabo de un cierto tiempo, el cilindro superior 

ha descendido una altura y mientras que el 

inferior ha sufrido un desplazamiento 

horizontal x. Se ha dibujado un triángulo 

rectángulo cuya hipotenusa es 2R, el cateto 

contiguo x y el opuesto 2R-y 
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Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones resulta: 
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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Para calcular el valor máximo de vx respecto del ángulo a, derivamos e igualamos a 

cero 
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9.- Una varilla uniforme de longitud L desliza con velocidad v por un 

suelo horizontal sin rozamiento. La varilla encuentra que a partir de una 

línea M el suelo presenta un coeficiente de rozamiento m constante.  

La varilla   penetra en ese suelo y se detiene al cabo de un cierto tiempo, 

quedando una parte de ella en el suelo sin rozamiento, tal como indica la 

figura inferior . 

 
 

Determinar el tiempo que emplea la varilla desde que llega a la línea M 

hasta que se para. 

 
Cuando la varilla desliza por el suelo sin rozamiento, las fuerzas que actúan son el peso 

en dirección vertical al suelo y hacia abajo y la fuerza normal con que el suelo empuja a 

la varilla , vertical y hacia arriba, la suma de ambas fuerzas es nula y la varilla mantiene 

su velocidad constante. 

Cuando penetra en e suelo con rozamiento aparece una fuerza horizontal de rozamiento 

en sentido  contrario a la velocidad. Esta fuerza de rozamiento vale. 

 

ɛNFR =  

 

Siendo m el coeficiente de rozamiento y N la fuerza de reacción del suelo con 

rozamiento sobre la varilla. N aumenta a medida que la varilla penetra en el suelo con 

rozamiento. Si la varilla ha penetrado una distancia x en el suelo con rozamiento  
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En consecuencia, la fuerza que frena a la varilla es directamente proporcional  a la 

longitud de varilla que ha penetrado en el suelo con rozamiento. Esta situación es la 

misma que cuando un móvil efectúa un movimiento armónico y  se desplaza desde la 

posición de equilibrio hacia la máxima elongación y cuando alcanza ésta, su velocidad 

se anula. Aquí la varilla al llegar a la línea M lleva una velocidad v, al penetrar aparece 

la fuerza de rozamiento y se para hasta frenarse, por tanto, equivale a un tiempo de un 

cuarto de periodo en el m0vimiento vibratorio armónico. 
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10.- De acuerdo con la teoría de la relatividad un cuerpo formado por la 

adición de masas, m1 , m2 émn ,  su masa es inferior respecto a la suma 

en una cantidad 

                   
2c

ȹE
ȹm=  

 

donde DE es la energía de enlace (energía que se ha de suministrar al 

cuerpo para separar las masas individuales que lo componen) y c es la 

velocidad de la luz. 

Calcular Dm para la Tierra, admitiendo que DE solamente corresponde a 

la energía gravitacional. Admitir que la Tierra es una esfera de densidad 

constante. 

 
Para realizar el calculo vamos a suponer que desde el infinito traemos capas esféricas de 

espesor dr, las cuales las vamos apilando, hasta formar una esfera cuyo radio final  es el 

de la Tierra. En un determinado momento la esfera que ya hemos formado tiene un 

radio r y sobre ella y desde el infinito traemos una capa esférica de radio r y espesor dr. 

  

 
La energía necesaria para realizar el proceso de sumar la capa esférica a la esfera r , esta 

dada por 

 

dE = dm*( Potencial gravitatorio de partida menos potencial gravitatorio de llegada) 

 

siendo,  dm la masa transportada , esto es , la masa de la capa esférica. 

 

El potencial gravitatorio en el infinito es cero y en la superficie de la esfera de radio r 
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Siendo m la masa de la esfera de radio r 
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Para construir la esfera de radio igual al de la Tierra, hemos de sumar los trabajos 

anteriores desde que el radio inicial es cero hasta que alcanza el valor R 
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La energía anterior sería la que necesitásemos para destruir la esfera terrestre llevando 

capas de espesor dr al infinito. 

 

4ˊˊG

3g
ɟ

R

ɟˊR
3

4

G
R

M
Gg

2

3

2
=Ý==  

Sustituyendo en (1) 
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11.- Un cubo de arista a, se apoya sobre dos varillas Ay B dispuestas 

horizontalmente con una distancia entre ellas  igual a la arista a del 

cubo. Si el coeficiente de rozamiento es 0,2, para qué valores del ángulo 

a  el cubo puede mantenerse en equilibrio. 

 

 
 

 
La posición de equilibrio más estable del cubo es cuando a = 45º. En la figura superior 

el cubo aparece desplazado  y si no hubiese rozamiento tendería a girar en el sentido de 

la flecha, esto es, en sentido contrario a las agujas del reloj,  hasta alcanzar la posición 

de 45º. En esa situación se han dibujado las fuerzas que actúan sobre el cubo. 

Si desplazásemos el cubo hacia la derecha las fuerzas de rozamiento tendrían sentido 

contrario a las dibujadas en la figura  y el cubo de no existir rozamiento se desplazaría 

en el sentido de las agujas del reloj. 

 

Si el cubo está en equilibrio se cumple que la suma de las fuerzas sobre el eje X es nula 

y el momento de las fuerzas respecto del centro de masas, C.M.,  también es nulo. 

  

(1)cosŬFsenŬNsenŬFcosŬN

0cosŬFsenŬNcosŬNsenŬF

R22R11

R221R1

++=Ý

Ý=--+-
 

 

Los momentos de las fuerzas dirigidos hacia dentro del papel se consideran positivos y 

hacia fuera negativos. 

 

( ) ( ) )2(12cosŬNsenŬ21NFF

0
2

a
pN

2

a
FsenŬa

2

a
N

2

a
F

0
2

a
pN

2

a
Fp

2

a
N

2

a
F

21R2R1

22R21R1

22R211R1

-+-=+Ý

Ý=ö
÷

õ
æ
ç

å
--+ö

÷

õ
æ
ç

å
--Ý

Ý=ö
÷

õ
æ
ç

å
--+ö

÷

õ
æ
ç

å
--

 

 

Los valores de las fuerzas de rozamiento  son:   2R21R1 ɛNF;ɛNF ¢¢    (3) 

 



 15 

De la ecuación (1) se deduce:    

 

tagŬNNFtagŬFFtagŬNtagŬFN 21R2R1R22R11 -=+Ý++=  (4) 

 

A partir de las ecuaciones (3) 

 

 ( )21R2R12R21R1 NtagŬNɛFtagŬFɛNF;tagŬɛNtagŬF +¢+Ý¢¢  (5) 

 

De las ecuaciones (4) y (5)   

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) )6(
N

N

ɛtagŬ

tagŬɛ1
ɛtagŬ

N

N
tagŬɛ1

ɛtagŬNtagŬɛ1NɛtagŬNNtagŬɛN

ɛN-tagŬNNtagŬɛNtagŬNNNtagŬNɛ

1

2

1

2

21211

22112121

¢
+

-
Ý+¢-

Ý+¢-Ý+-²-Ý

Ý-²Ý-²+

 

 

 

De las ecuaciones (3) :  ( )21R2R1 NNɛFF +¢+   (7) 

 

De las ecuaciones (7) y (2) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

(8)
N

N

ɛ12cosŬ

senŬ21ɛ

ɛ12cosŬ
N

N
senŬ21ɛɛN12cosŬNsenŬ21NɛN

12cosŬNsenŬ21NNNɛ

1

2

1

2
2211

2121

²
--

+-
Ý

Ý--²+-Ý--²--Ý

Ý-+-²+

 

Comparando las ecuaciones (8) y (6), se deduce que 

 

tagŬɛ

tagŬɛ1

ɛ12cosŬ

senŬ21ɛ

+

-
²

--

+-
 (9) 

 

La inecuación (9) se resuelve mediante la hoja de cálculo en forma gráfica. 
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Aproximadamente a unos 36º se igualan los valores del primer miembro con el segundo 

y a partir de ahí el primero es mayor que el segundo tal como exige el problema. Si se 

precisa algo más el cálculo resulta que  

 

   

ángulo Primer miembro Segundo miembro 

36,1 0,9075 0,9198 

36,2 0,9188 0,9166 

 

     Entre 36,2º y 45º  hay equilibrio, en el intervalo 45-36,2 = 8,8º  y si el cubo se sitúa 

desplazado  para que gire en sentido de las agujas del reloj hay equilibrio entre 45º  y 

53,8º. En total hay equilibrio desde 36,2 º a 53,8 º. 
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12.-Dos cilindros idénticos, de radio R, están en reposo sobre un suelo 

horizontal. A uno de ellos se le aplica una fuerza F en su centro y al otro 

en la periferia, tal como indica la figura inferior  

 

 

   
 

El coeficiente de rozamiento de los cilindros con el plano es el mismo m.. 
Se pide calcular la fuerza máxima F que puede aplicarse a cada cilindro 

sin que se produzca deslizamiento y las aceleraciones de sus centros de 

masas. 

 
Sobre el primer cilindro actúan las fuerzas que se indican en la figura 1 

    

  
     Fig.1 

 

Las ecuaciones del movimiento del cilindro para la traslación y rotación son: 

 

RŬa

IŬR*F

maFF

CM

R

R

=

=

=-

 

 

La última ecuación se cumple siempre que el cilindro no deslice. Si se aumenta el valor 

de F la aceleración del centro de masas aumenta y también la aceleración angular por lo 

que FR debe aumentar. Ahora bien esta fuerza de rozamiento no puede aumentar 

indefinidamente sino que alcanza un valor máximo FR= m mg que se corresponde con 

un valor máximo de F = Fmax  , y el cilindro rueda sin deslizar. Si F supera ese valor 

máximo entonces se produce rodadura y deslizamiento. 

       
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores resulta: 

 

F 

F 

F 

FR 

Peso = mg 

F = Fuerza aplicada 

FR = fuerza de rozamiento 

Peso del cilindro, P  = mg 
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RŬa

g2ɛa
R

a
*mR

2

1
R*mgɛIŬR*mgɛ

mamgɛF

CM

CM

CM2

max

=

=Ý=Ý=

=-

 

 

Sustituyendo la aceleración hallada en la primera ecuación 

 

mg3ɛmgɛg2mɛFmax =+=  

 

Para el segundo cilindro las fuerzas se indican en la figura 2. 

 

    
     Fig. 2 

 

 

Aquí la fuerza de rozamiento actúa en el sentido del movimiento del centro de masas. 

Veamos el porqué. F y FR actúan creando una aceleración hacia la derecha de valor 

 

maFF R =+  

 

El momento de la fuerza F tiene sentido contrario al de la fuerza de rozamiento, El 

momento de F crea una aceleración angular para que el cilindro ruede hacia delante, 

mientras que el momento de FR se opone a ello. 

 

( ) IŬR*FF R =-  

 

Si la fuerza FR actuase en sentido contrario a como lo hace estaríamos ante una 

situación paradójica, los dos momentos de ambas fuerzas  tienden a hacer rodar hacia 

delante el cilindro, pero la FR se opone a las traslación del centro de masas. 

Cuando la fuerza de rozamiento alcance su valor máximo FR= m mg , la fuerza aplicada 

F es la máxima.    

ma
2

1

R

R

a
*mR

2

1

R

IŬ
mgɛF

mamgɛF

2

max

max

===-

=+

 

 

Restando las ecuaciones anteriores  

 

F 

FR 

Peso = mg 
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g4ɛama
2

1
mg2ɛ =Ý=  

y 

 

mg3ɛmgɛmaFmax =-=  

 

Si la fuerza de rozamiento actuase como en le caso 1, las ecuaciones serían 

  

( )

RŬa

IŬR*FF

maFF

CM

R

R

=

=+

=-

 

Operando con estas tres ecuaciones 

 

ma
2

1

R

R

a
*mR

2

1

mgɛF

mamgɛF

2

max

max

==+

=-

 

 

De ambas ecuaciones 

g4ɛaa
2

1
mg2ɛ -=Ý-=  

mg3ɛFmax -=  

 

Según la primera ecuación el cilindro rodaría en sentido contrario a la fuerza aplicada. 

Lo lógico es admitir que la fuerza de rozamiento actúa como hemos supuesto en la 

figura 2. 
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13.-Dos abalorios iguales de masa m y carga q pueden deslizar sin 

rozamiento por dos barras no conductoras. Ambas barras están en el 

mismo plano vertical formando un ángulo a con la horizontal. 

Determinar a qué altura por encima de la horizontal pueden elevarse 

ambos abalorios. Inicialmente se encuentran a una distancia L entre sí y  

a una distancia l de los extremos de las barras, tal como indica la figura 

1. 

 
    Fig.1 

 

a) Suponemos que los abalorios  se desplazan hacia arriba una distancia que es inferior a 

l , o en otras palabras , que no abandonan las barras. 

 

 

 
 

 

En el equilibrio reencuentran a una distancia S y se han elevado una altura h sobre la 

horizontal. Los abalorios han ganado energía potencial gravitatoria  respecto de la 

posición  inicial y esta ganancia  es  debida a la pérdida de energía potencial eléctrica de 

las cargas  

ö
÷

õ
æ
ç

å
-=

S

1

L

1

Ů4ˊ

q
2mgh

o

2

 

 

De la figura 2 se deduce: 

 

Ŭtag

2h
L2xLS +=+=  

L 
l 

a a 

S 
h 

x 

L l l 

a a 

Fig.2 
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Veamos cuál es la condición para que los abalorios no se salgan  de las barras. El límite 

viene determinado porque los abalorios recorran sobre la barra la longitud l. En este 

caso h es igual a  l sen a  

ö
÷

õ
æ
ç

å
+¢Ý-= tagŬ

2

L
senŬlmgŮ8ˊqtagŬ

2

L

mgŮ8ˊ

q
senŬl o

o

2

 

Si q es mayor que la raíz cuadrada de la expresión anterior los abalorios abandonan las 

barras con una velocidad v, y una vez fuera de las barras describirán un movimiento 

parabólico. Para que esto ocurra, la suma de las energías potenciales gravitatorias  más 

las cinéticas de ambos abalorios deben  ser iguales a la pérdida de energía potencial 

gravitatoria al llegar  a los  extremos de las barras  
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senŬ2gl

cosŬ2lLL

2lcosŬ

mŮ 4ˊ

q
v

cosŬ2lL

1

L

1

Ů4ˊ

q

tagŬ

senŬ2l
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Ů4ˊ
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La altura que alcanza un abalorio cuando abandona la barra viene dada por la expresión 

que determina la altura máxima en un movimiento parabólico 

 

( )

( )
ŬlsenŬsen*

2lcosŬLL

2lcosŬ

Ů8mǵ

q
H

2g

Ŭsen*2glsenŬ
2lcosŬLL

2lcosŬ

Ů m4ˊ

q

2g

Ŭsenv
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+
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La altura total respecto de la posición inicial es: 

 

( )

( )ö
ö
÷

õ
ææ
ç

å

+
+=Ý

Ýöö
÷

õ
ææ
ç

å

+
+=

2lcosŬLL

Ŭsenlcos

Ů4mǵ

q
ŬcoslsenŬh

Ŭsenl-Ŭsen*
2lcosŬLL

2lcos

Ů8mǵ

q
lsenŬh

2

o

2
2
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o

2

total

a

a
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14.-Un prisma cuya sección principal es un triángulo isósceles de base a 

y ángulo 2 a = 160º (ver la figura)  posee un índice de refracción n =1,5 .  

Un haz de luz, cuya anchura es  a
4

3
b= , y potencia P =8000 W, la cual 

está distribuida uniformemente sobre el haz, incide sobre el prisma. 

Dibujar la gráfica de la fuerza F que actúa sobre el prisma en función de 

x , siendo x la distancia en horizontal que existe entre el vértice A del 

prisma y el centro B del haz luminoso. Calcular el valor máximo de F. 

Considerar que el haz luminoso penetra por entero en el prisma y por 

tanto se desprecian  las posibles reflexiones. 

 
Vamos a dividir el prisma en dos partes simétricas. Calculemos el ángulo con el que un 

rayo sale del prisma, tal como indica la figura inferior 

  
 

Por la ley de Snell      ( ) 6,6478ºɓsenɓ1,5Ŭ90sen*1 =Ý=-  

 

En el triángulo ABC    ( ) ɓŬ90Ů180Ů90ɓŬ --=Ý=+++  

 

b 

a 

2a 

a 

a/2 

90-a 

b 

g 
a 

e 

A 

B C 

Fig.1 
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Por la ley de Snell    ( ) 0,0877senɔsenɔ*1ɓ-Ŭ90sen*1,5 =Ý=-                   

                 

Un fotón con energía E posee un momento lineal 
c

E
 .De la figura 1 se deduce que un 

fotón que incida sobre la parte derecha del  prisma cambia su dirección,  teniendo una 

componente en dirección horizontal y dirigida hacia la izquierda
c

senɔE
-  

Y otra en dirección vertical    
c

cosɔE
 

Sobre la parte izquierda del prisma un fotón en posición simétrica con el de la figura 1 

tendría de componentes:   ;
c

senɔE
+

c

cosɔE
. 

La fuerza horizontal que aparece sobre la mitad del prisma derecho y dirigida hacia la 

izquierda se anula con la fuerza horizontal que aparece en la mitad izquierda del prisma y 

dirigida hacia la derecha. La fuerza neta horizontal sobre el prisma es cero. Esto ocurre 

porque la mitad del prisma recibe la misma potencia luminosa que la otra mitad y se debe 

a la situación simétrica del prisma cuyo centro coincide exactamente con el centro del haz 

luminoso. La situación cambia si el centro del prisma no coincide con el centro del haz 

luminoso, ya que entonces una mitad del prisma recibe mayor potencia que la otra mitad. 

En la figura 2 se representa el haz y la base a del prisma situada en distintas posiciones 

 

  

b=3/4 a 

3/8a 3/8a 

3/8a +x 

 

3/8a -x 

x=0 

x=1/16a 

3/8 a+x=a/2 3/8 a-x 

a/2 

x=1/8a 

a/8 

a/2 

x=2/8a 

x=3/8a 

x=4/8a=a/2 

x=7/8a 

Fig.2 
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Cuando x =0 la potencia recibida por la parte izquierda del prisma es igual que la que 

recibe la parte derecha , por tanto , las fuerzas horizontales son iguales y de sentido 

contrario y su suma es nula , lo que indica F =0 

 

Cuando x = 1/16a,  la potencia recibida por la mitad izquierda del prisma es mayor que 

por la parte derecha. La fuerza es proporcional a la superficie recibida  

 

a
8

1
kFFF

a
16

1
a

8

3
kxa

8

3
kF;a

16

1
a

8

3
kxa

8

3
kF

21

21

=-=Ý

Ýö
÷

õ
æ
ç

å
-=ö

÷

õ
æ
ç

å
-=ö

÷

õ
æ
ç

å
+=ö

÷

õ
æ
ç

å
+=

 

 

Cuando x = 1/8a,    
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Cuando x = 2/8a,    
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Cuando x = 3/8a,    
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A partir de 3/8ª, la fuerza disminuye ya que disminuye la luz que le llega a la parte 

izquierda del prisma. Cuando x = 7/8a resulta que ya no le llega luz al prisma y por 

consiguiente la fuerza es cero. 

 

Representamos en el eje de abscisas x/a frente a la fuerza  relativa al valor máximo 

 

  

x/a 0 1/16=0,5/8 1/8 2/8 3/8 7/8 

F/Fmax 0 1/4 1/2 3/4 1 0 
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La fuerza máxima se produce cuando la mitad izquierda del prisma recibe luz y la mitad 

derecha no la recibe. 

 

La energía que recibe el prisma por unidad de longitud es 

a

P

4

3
 y la que recibe la mitad 

izquierda del prisma P
a

a

P

3

2

2
*

3

4
= . 

 

La fuerza  esta determinada por la variación del momento lineal con respecto al tiempo 

 

  N1,56.10
3.10*3

0,0877*8000*2

c

senɔP
3

2

ȹt

c

senɔE

F 6

8

t

-====  
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15.- Una membrana horizontal oscila armónicamente a lo largo de un eje  

vertical con una frecuencia  f= 100 Hz. Calcular la amplitud de las 

oscilaciones si unos granos de arena que están sobre la membrana saltan 

hasta una altura de  de H= 2 cm respecto de la posición central de la 

membrana. 

 
Cuando la membrana está en su posición inicial de equilibrio, en la que la aceleración es 

cero,  un grano de arena de masa m está sometido a dos fuerzas su peso y el empuje de la 

membrana. 

En una posición en que la membrana está separada de su posición de equilibrio, resulta 

que existe una aceleración vertical dirigida hacia la posición de equilibrio. Si analizamos 

las fuerzas desde un sistema ligado a la membrana, que es un sistema no inercial, las 

fuerzas que actúan están representadas en la posición 2 de la figura1.  

         

 
 

 

En la segunda posición sobre el grano actúan las fuerzas indicadas, siendo E menor que 

en la primera posición. En al tercera el empuje se ha anulado y mg = Fi =ma;  al cesar E 

el grano puede abandonar la membrana, y esto ocurre cuando la aceleración de la 

membrana es igual a g. Si para la posición de equilibrio la ecuación del movimiento 

armónico es  tɤsenAy= , la ecuación de la velocidad es tcosɤAɤv=  y la de la 

aceleración tɤsenAɤa 2-= . 

Cuando el valor absoluto de la aceleración sea igual a g, es cuando el grano puede 

abandonar la membrana   

gtɤsenAɤ2 =  (1) 

 

En ese  instante la velocidad vertical del grano es:  tcosɤAɤv=  

  

Debido a esa velocidad alcanza una altura respecto de la posición de la membrana cuando 

la abandona igual a:   

2g

tɤcosɤA
h

222

=  

 

Respecto a la posición inicial de la membrana 

 

2g

tɤcosɤA
tsenɤAH

222

+=  (2) 

mg 
mg mg 

E E 

Fi 
Fi 

Fig.1 
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A partir de las ecuaciones (1) y (2) 
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Sustituyendo valores  

 

 

  mm1m9,96.10
100*4ˊ

9,82.10*9,8*100*4ˊ*2
A 4

22

2222

º=
-

= -

-

 

         
2ɓŬ=  
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16.- Los compartimentos AB y CD de un tubo vertical están llenos de aire. 

Los extremos del tubo  están cerrados. Las partes BC y DE son de 

mercurio  y en la parte superior EF se ha hecho el vacío. Las longitudes  

de cada una de las partes son iguales a h. La presión en el punto A es p.  

El tubo se gira cuidadosamente y adopta la posición de las distintas partes 

indicadas en la figura. Calcular la presión en el punto inferior F en 

función de p. Se supone que al darle la vuelta al tubo la temperatura no  

 

 
 

 varía. Cuando el tubo se gira el compartimiento de aire AB pasa a ser 

A1B1 y el CD a C1D1. 

 
Designamos con S la sección del tubo .Los volúmenes de cada uno de los 

compartimientos de aire en el estado inicial son Sh..  

Las presiones son PE = 0 ; PD = PDC=rgh ;  PB=PDC+ rgh=PA=p=2 rgh 

Siendo r la densidad del mercurio 

 

Las presiones en las cámaras de aire son p en AB y p/2 en CD 

 

El aire contenido en la cámara AB ocupa en la posición final la cámara A1B1.La presión 

ahora en esta cámara es px Teniendo en cuenta que la temperatura no ha variado se 

cumple, de acuerdo con la ley de Boyle-Mariotte 

 

xpphSxppSh xx =Ý=  (1) 

 

La cámara de aire CD tiene una presión p/2 y al volcar el tubo  pasa a ser C1D1. Puesto 

que el tubo no ha variado de tamaño y tampoco las alturas del mercurio se deduce que la 

altura H de esa cámara es: 

    5h= 2h +x +H                     H = 3h-x 

 

Aplicando la ley de Boyle.Mariotte, y designando con p2 a la presión en C1D1 en el 

estado final 

inicial final 

x 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

F 

A1 

B1 

C1 

D1 

mercurio 
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   ( )
( )x3h2

ph
px-3hSpSh

2

p
22

-
=Ý=  (2) 

De acuerdo con la figura se deduce que. 

 

2

p
ppɟghpp x2x2 +=Ý+=  (3) 

 

De las ecuaciones (2) y (3) se deduce que. 
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Llevando la ecuación (4) a la (1)  
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La presión en F en el estado final es: 
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17.- Se lanza un proyectil, con velocidad inicial vo, desde un suelo 

horizontal formando un cierto ángulo a  con la horizontal. Este ángulo es 

tal que el alcance sobre la horizontal es el máximo posible. Desde una 

altura y = h se traza una recta paralela al suelo que corta a la trayectoria 

del proyectil en dos puntos. Calcular la distancia D en dirección horizontal 

de ambos puntos en función de h. Dibuje la gráfica de D frente h cuando 

la velocidad inicial es vo= 20 m/s . ¿A que corresponden los valores 

máximo y mínimo de D?. Tome g = 10 m/s2 

 
Tomamos ejes de referencia el de abscisas paralelo al suelo y a su nivel y el de ordenadas 

perpendicular  al anterior. Las ecuaciones de la trayectoria son: 
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Cuando y = 0 , el proyectil está en la salida  o ha  recorrido su trayectoria y choca contra 

el suelo 
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ta  es el tiempo que emplea el proyectil en recorrer su trayectoria y llegar al suelo  

 

g

sen2Ŭv

g

senŬ2v
cosŬvx

2

oo

oa =Ö=  

 

El alcance depende de la velocidad inicial y del ángulo de salida, si fijamos vo, podemos 

calcular para qué ángulo el alcance es el máximo posible 
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Las ecuaciones  paramétricas  para este movimiento de máximo alcance son: 
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Si en la ecuación (1) hacemos y = h se obtiene dos soluciones que corresponden a las 

abscisas de los puntos de corte de la recta con la parábola 
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La distancia D entre ambas abscisas es  
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Para dibujar la gráfica tenemos en cuenta que el radicando no sea negativo, por tanto, el 

máximo valor de h es 10 m. 
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Cuando h = 0 m, D se corresponde con el alcance horizontal del proyectil y cuando h=10 

m es la altura máxima. 

Para comprobarlo 
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La altura máxima se obtiene cuando la componente vertical de la velocidad se hace cero 
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Sustituyendo 
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18.- Un bloque de madera de dimensiones a *b*c  y densidad r respecto 

del agua. Cuando el bloque está flotando con el lado a en posición vertical 

se empuja hacia abajo y se suelta. Calcular el periodo de oscilación del 

bloque. 

 
Cuando el bloque está flotando el peso es igual al empuje. Si designamos con a1 la parte 

sumergida del bloque ,  rM la densidad de la madera y rA la del agua 
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Si sumergimos el bloque una distancia Dx respecto a la posición inicial de equilibrio, el 

empuje ahora es superior al peso y esa fuerza resultante tenderá a llevarlo a la posición 

inicial 
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Dado que la fuerza es proporcional al desplazamiento al igual que en un movimiento 

armónico  
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19.- En el sistema de poleas de la figura inferior se supone que carecen de 

masa y que el sistema se desplaza sin rozamiento. Se pide calcular la 

aceleración de las masas. 

 

 
        

Tomando como sentidos positivo vertical hacia abajo,   las ecuaciones de las tres masas 

son: 
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Imaginemos que las masas m1 y m3 fuesen iguales,  si la masa m2 se desplaza hacia abajo 

Dx2 , las otras dos masas se desplazan hacia arriba Dx1 e Dx3 . La distancia Dx2 se reparte 

por igual en las dos ramas de la cuerda de modo que  Dx1 es la mitad de Dx2 , lo mismo le 

ocurre a la masa 3. Por tanto las aceleraciones guardan la relación 

2

aa
a 31

2

+
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En el caso expuesto a1 = a3 y en general serán distintas si las masas m1 y m3 son 

diferentes. El signo menos se debe a que la aceleración de m2 es hacia abajo (sentido 

positivo) y las otras dos sentido negativo. 

 

Ahora debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. 

 

Despejamos T de la ecuación (3) y sustituimos en la (1) 
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Multiplicamos la ecuación (1) por 2 y le restamos la (2) 
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En la última ecuación sustituimos a2 por la ecuación (4) 
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Llevando la ecuación (6) a la (5)  
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Llevando la ecuación de a1 a la (1) 
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Sustituyendo la tensión en la ecuación (2) 
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Sustituyendo la tensión en la ecuación (3) 
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20.- Una partícula se encuentra en el tiempo t=0 en la esquina superior A 

de una puerta rectangular  que gira alrededor del eje Z con velocidad 

angular constante w. 
 

   
 

 

Lossejes XYZ son de un sistema S inercial,  y los ejes X´ Y´ y Z´ 

pertenecen a un sistema S´, ligado a la puerta y que por tanto giran con  

ella. En el instante t=0 ambos sistemas de coordenadas están 

superpuestos. Determinar expresando los resultados en el sistema  móvil 

S´ a) la velocidad relativa b, de arrastre y absoluta de la partícula en 

función del tiempo b) la aceleración  relativa, de arrastre, de Coriolis y 

absoluta  en función del tiempo. 

 
Al cabo de un tiempo t la situación de la puerta está indicada en la figura 1. 
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La puerta ha girado un ángulo wt y con ella los ejes del sistema S´. En ese mismo 

tiempo la partícula ha avanzado por la puerta una longitud vot. 

Desde el sistema móvil S´ la velocidad de la partícula es: 
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=  

 

La velocidad de arrastre es: 
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b) La aceleración relativa es cero, pues la velocidad es constante. 

 

La aceleración de arrastre es la centrípeta 
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21.- Considerar el problema 20.  a) Obtener la ecuación de la trayectoria 

de la partícula en el sistema fijo b) determinar los vectores velocidad 

absoluta y aceleración absoluta en el sistema de referencia fijo S al cabo 

de 10 s de iniciado el movimiento, sabiendo que en el instante inicial los 

ejes X y X´ coinciden y que L = 1 m , vo = 0,05 m/s    y   w = 20 rpm. 

 
Si nos fijamos en la figura 1, las coordenadas de la partícula en el sistema S, al cabo de 

un tiempo t, son: 
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La trayectoria en el plano z=h, se obtiene sustituyendo valores en las ecuaciones de las 

coordenadas 

 

b) 

 
 

Las componentes  de los vectores unitarios i´ y j´  sobre el sistema de referencia X Y son 

respectivamente. 
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Que puestos en forma vectorial y dado que i´ y j´ valen la unidad 
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22.- Una partícula de masa m1 colisiona, de forma elástica,  con una 

partícula de masa m2, siendo m1>m2. La partícula 2 se encuentra en 

reposo ¿Cuál es el máximo ángulo de desviación de la primera partícula 

respecto de su dirección inicial? .Se supone que las velocidades de las 

partículas son mucho más pequeñas que la de la luz. 

 
En el choque elástico hay conservación de la cantidad de movimiento y de la energía 

 

2

22

2

11

2

1

2211

22111

vm
2

1
vm

2

1
vm

2

1

senvmsenŬvm

cosɓvmcosŬvmvm

+=

=

+=

b  

      
Despejamos de la ecuación 2, sen b;  y de la tercera v2. 
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Llevando cos b y v2 a la primera de las ecuaciones iniciales: 
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En el problema nos piden que el ángulo a sea el máximo posible, o el coseno el valor 

mínimo, para ello derivamos la anterior expresión con respecto a v1 e igualamos a cero 
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Sustituimos el valor de v1 en coseno a 
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Calculamos ahora el valor de v2 y del ángulo beta. 
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23.- Se lanza un proyectil formando un ángulo a con la horizontal. En el 

punto más alto de su trayectoria h  su velocidad es v1. La velocidad en un 

punto de la trayectoria que es la mitad de la altura máxima h/2 es v2 y 

entre ambas velocidades existe la relación 

2
v

7

6
1

v =  

Calcular el ángulo a de lanzamiento. 
 

Las ecuaciones paramétricas del movimiento del proyectil son: 
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Las ecuaciones de las velocidades sobre los ejes coordenados son: 
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En el punto más alto de la trayectoria la componente vy de la velocidad es nula. El 

tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura máxima  es: 
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Y el valor de h 
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La velocidad en el punto más alto de la trayectoria: 
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Cuando el proyectil se encuentra a una altura h/2 la velocidad v2 tiene dos componentes 

v2x y v2y, cuyos valores son respectivamente 

 

h/22y
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gtsenŬvv

cosŬvv
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=
 

 

Para averiguar la componente v2y necesitamos saber el tiempo que el proyectil emplea 

en alcanzar la altura h/2, para ello sustituimos en una de las ecuaciones paramétricas  
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Resolviendo la ecuación de segundo grado 
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Se ha escogido de las dos soluciones la  que corresponde al tiempo menor, que es 

cuando la altura h/2 la alcanza el proyectil antes de llegar a la altura h . La otra solución 

es cuando el proyectil llega a la altura h/2 después de alcanzar la máxima altura h. 

Sustituimos el tiempo en la expresión de la velocidad v2y. 
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De acuerdo con el enunciado del problema 
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24.-En la figura inferior AB  es una carretera y el punto C es un lugar 

del campo. Un automóvil si se desplaza por la carretera lo hace con una 

velocidad v constante y si lo hace por el campo con una velocidad e veces 

menor que por la carretera. Calcular el valor de x para que el automóvil 

que se desplaza de A a C lo haga en el  tiempo mínimo posible. 

 
 

El automóvil  va de A a M por la carretera, recorriendo la distancia LC y  y de M a C por 

el campo recorriendo la distancia LCP. 

De la figura se deduce que  

LC+x = constante = K 

 

El tiempo total del viaje es: 
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Como el tiempo total ha de ser mínimo y K es constante y v también, el término entre 

paréntesis ha de ser mínimo  

      

     mínimohxx 22 =++- e  

 

Derivamos con respecto a x e igualamos a cero 
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25.-Un automóvil recorre en línea recta una distancia L con velocidad 

uniforme v y a continuación frena hasta pararse con una aceleración a 

constante.  Se pide determinar el valor de v,  el cual determina que el 

tiempo empleado en el recorrido total del automóvil sea el mínimo 

posible. 

 
Una apreciación intuitiva del problema nos dice que si v es muy grande, la longitud L la 

recorrerá en poco tiempo, pero necesitará un tiempo largo para frenar, por el contrario, 

si v es pequeña tardará mucho tiempo en recorrer la distancia L pero poco tiempo en 

frenar, esto quiere decir que habrá una velocidad v para la que el tiempo sea mínimo. 

 

El tiempo que tarda en recorrer la distancia L es:  

 

v

L
t1 =  

 

El tiempo que tarda en frenar con aceleración a constante 

 

a

v
tatv0v 22final =Ý-==  

El tiempo total del recorrido:  

 

a

v
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L
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Como t ha de ser mínimo derivamos la expresión anterior respecto de v e igualamos a 

cero 
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26.- Una partícula de masa m, se desplaza  a lo largo del eje X. La 

mencionada partícula se encuentra, en el instante t=0, en la posición xo 

con velocidad vo y está sometida a una fuerza constante F dirigida como 

indica la figura. 

 
Determinar v=f(t) y v=f(x)  

 
Hacemos uso de la segunda ecuación de Newton 

 

CtemvFtdvmFdt
dt

dv
mF +=Ý=Ý= ñ ñ  

 

Para hallar la constate recurrimos a las condiciones iniciales, cuando t=0 , la velocidad 

es vo, sustituyendo en la expresión anterior 

 

oo mvCteCtemv0 -=Ý+=  
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Volviendo a la ecuación de Newton 
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Según las condiciones iniciales  cuando x = xo , v = vo 
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Sustituyendo en la ecuación 
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27.- Una partícula se desplaza con una velocidad  indicada por la 

semicircunferencia de la gráfica inferior. La máxima velocidad se indica 

 por vo. Determinar el desplazamiento efectuado por la partícula en 

función  de vo y to 

 

 
De la figura se deduce: 
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Aplicamos la ecuación anterior cuando 
2

t
t o=  
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El desplazamiento que sufre la partícula entre t=0 y t=to es igual al área bajo la curva 

velocidad tiempo. Esa área vale: 
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Buscamos la relación entre la velocidad y el tiempo 

El centro de la circunferencia tiene por coordenadas 

ö
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õ
æ
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t o  y el radio de la circunferencia es to/2.  
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28.- Un plano inclinado AA´ forma un ángulo a con la horizontal. Desde 

un punto B fijo se pueden construir diversos planos inclinados que 

lleguen al plano AA´. 
 

    
 

Se pide el ángulo b que forma uno de los planos  con la vertical (ver 

figura superior) en el que se cumpla que un cuerpo que parte, sin 

velocidad inicial,  de B y desliza por él, llegue al plano AA´ en el tiempo 

mínimo. Se supone que el cuerpo desliza sin rozamiento 

 
En la figura inferior L representa la longitud del plano, M la distancia de B al plano AA´ 

en dirección vertical  

 
Conviene observar que si se cambia de plano, cambian b, L y H pero permanecen 

constantes M y a. 

22 tcosɓg
2

1
at

2

1
L ==   (1) 

 

Vamos a poner la variable L en función de b. 
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Llevando la ecuación (2) a la (1) 
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ɓcoscosɓsenɓtagŬ

g

2M

ttgcosɓ
2

1

cosɓsenɓtagŬ

M
2

2

+
=Ý=

+
 

Como t ha de ser un mínimo derivamos la expresión anterior con respecto a b, e 

igualamos a cero. 
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Hacemos uso de las relaciones  trigonométricas:   cos2ɓɓsenɓcos 22 =-     y  

 

sen2ɓcosɓ2senɓ =  
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29.- Un péndulo simple de longitud L cuelga de una pared inclinada que 

forma un ángulo a con la vertical.  

 
 

El péndulo se separa de su posición de equilibrio un ángulo b>a  y se 

deja en libertad. Se admite que el choque con la pared es completamente 

elástico. Se pide calcular el periodo de las oscilaciones. Los ángulos a y b 
son pequeños. 
 

Si los ángulos son pequeños el movimiento del péndulo es un movimiento armónico 

simple y en principio vamos a referirnos a este movimiento.  

Recordemos que a efectos de deducir las ecuaciones del movimiento armónico, éste 

puede considerarse como la proyección sobre un diámetro de un móvil que con 

velocidad angular constante recorre una circunferencia       
 

  
   Fig. 1 

 

Supongamos que M se desplaza por la circunferencia con velocidad angular constante w 

y que el móvil que efectúa el movimiento armónico está situado sobre el eje X en la 

posición A cuando t=0. El tiempo que emplea el móvil en ir desde A hasta B, es el 

mismo que M tarda en describir el ángulo ŭ
2
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+ , y como lo hace a velocidad angular 
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Siendo T el periodo del movimiento armónico. Si el móvil fuese de A a B y volviese de 

B a A emplearía un tiempo 2t =T´ 
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Aplicamos estos resultados al movimiento del péndulo del problema.  
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     Fig. 2 

 

De la figura 2 se deduce que  

LŬOB;LɓOA ==  

De la figura 1 se deduce que  

ɓ

Ŭ

Lɓ

LŬ

OA

OB
senŭ ===  

 

Aplicando la ecuación (1) y la igualdad (2): 
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30.-Un punto material A se desplaza con velocidad  constante +vA por 

una recta. Otro punto material B se desplaza con una velocidad constante  

+vB  por una recta paralela a la anterior cuya distancia es h. Demostrar 

que la recta que une los puntos Ay B pasa siempre por un punto fijo P. 

 
Hacemos en primer lugar un esquema gráfico del problema 

 

  
 

En la figura superior el móvil A ocupa una posición cualquiera en el tiempo t=0 y el 

móvil B una posición cualquiera en el tiempo t=0. Si tomamos unos ejes coordenados 

centrados en la posición inicial del móvil B, las coordenadas cartesianas de ambos 

móviles en el tiempo t=0,  son: 

 

Móvil A  (L , h)    ;     Móvil B (0, 0) 

 

Al cabo de un tiempo t cualquiera el móvil A se ha desplazado hasta At, siendo las 

coordenadas de At(vAt, h). 
En el mismo tiempo t,  el  móvil B se ha desplazado hasta Bt, siendo las coordenadas 

Bt(0, vBt). 

 

Las rectas ro y r t se cortan en el punto P. Si lo que se quiere demostrar es que las rectas 

pasan siempre por P, las coordenadas de este punto deben ser independientes de t. 

Hacemos uso de la ecuación de la recta que pasa por dos puntos 
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Dado que el punto P pertenece a ambas rectas, resolvemos 
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Sustituimos el valor de x en la ecuación de la recta ro 
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31.- Un pato vuela en línea recta con velocidad constante u y a una 

altura h sobre el suelo. Un cazador situado en A dispara una bala con 

velocidad v apuntando en la dirección del pato tal como indica la figura 

inferior. El pato es alcanzado por la bala y se pide la altura a la que 

volaba.    

   
Dado que la bala alcanza al pato en un tiempo ti, en ese instante las coordenadas del 

pato y de la bala son las mismas. 

Coordenadas del pato en le tiempo ti :   (xo+u ti  ;  h) 

La bala describe una trayectoria parabólica siendo sus ecuaciones 
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Sustituyendo el tiempo en la segunda ecuación 
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De la figura se deduce: 
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32.-Dos vasos comunicantes de forma cilíndrica llevan sendos émbolos 

de masas M1 y M2 y áreas S1 y S2 ,  respectivamente. El líquido contenido 

en el vaso tiene una densidad r. En el equilibrio existe un desnivel h 

entre ambos émbolos tal como indica la figura inferior 

 
Si sobre el émbolo  1 se coloca una pesa de masa m =M2=2M1   , no existe 

desnivel entre ambos émbolos, pero si se coloca la misma pesa sobre el  

émbolo 2 se produce un desnivel H. Determinar el valor de H en función 

de h. 
 

Dos puntos del mismo líquido que están al mismo nivel soportan las mismas presiones, 

por tanto:  

 

1

1

2

2

2

2

1

1

S

M

S

M
ɟh

S

gM
ɟgh

S

gM
-=Ý=+  

 

Cuando se coloca la pesa  de masa m sobre el émbolo 1 
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Cuando la pesa de masa m se coloca sobre el émbolo 2 
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33.-Una partícula se mueve por el eje X, en sentido negativo,  a velocidad 

constante v1. Otra partícula lo hace por el eje Y también en sentido 

negativo y con una velocidad constante v2. En el instante t=0, las 

partículas pasan por las posiciones xo e yo respectivamente. Determinar el 

tiempo que transcurre para que la distancia entre ellas sea mínima. 
 

Las ecuaciones del movimiento de las partículas son: 

 

    tvyy;tvxx 2o1o -=-=  

La distancia entre ellas 
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Para hallar la distancia mínima derivamos la función anterior respecto de la variable 

tiempo e igualamos a cero 
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34.-Un prisma cuyo ángulo es a se mueve por un suelo horizontal sin 

rozamiento con una aceleración constante paralela al suelo. Sobre él está  

situado un cuerpo. 

 
 

Determinar el valor de la aceleración del prisma para la que el cuerpo 

comience a deslizarse hacia arriba del prisma. El coeficiente de 

rozamiento entre el prisma y el cuerpo es m.. 
 

En la figura inferior está dibujado el diagrama de fuerzas para el cuerpo con inclusión 

de la fuerza de inercia ya que el sistema elegido está acelerado 

 

 
Fi= ma , fuerza de inercia 

 

P= mg , peso del cuerpo 

 

FR = m N , fuerza de rozamiento 

 

N  =  normal,  fuerza con que el plano empuja al cuerpo 

 

Descomponiendo las fuerzas sobre dos ejes perpendiculares, X e Y, siendo el  X 

Paralelo al plano y el Y perpendicular al mismo, resulta: 
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Combinando las tres ecuaciones se llega a: 
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35.-En los extremos de una palanca  de brazos iguales se cuelgan dos 

cuerpos de la misma masa. Uno de los cuerpos se introduce en un líquido 

de densidad r1 y el otro en un líquido de densidad r2 , observándose que 

la palanca sigue en equilibrio. Calcular la relación de densidades entre 

ambos cuerpos. 
 

En la figura inferior se hace un esquema de las fuerzas que actúan sobre los cuerpos 

 

 
 

Sobre cada cuerpo actúan su peso P, la tensión de la cuerda T  y el empuje del líquido. 

Par ambos cuerpos el peso es el mismo por lo dicho en el enunciado, la tensión es la 

misma porque  la reacción a cada T está aplicada en la palanca  y ésta se encuentra en 

equilibrio, finalmente los empujes han de ser iguales y si los líquidos tienen diferentes 

densidades es que los cuerpos tienen diferentes volúmenes. 

 

2

1

2

1
2

2

1

1

2211
ɟ

ɟ

d

d
gɟ

d

m
gɟ

d

m
gɟVgɟV =Ý=Ý=  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Peso 
Empuje = E 

Tensión de la 

cuerda = T 



 58 

36.-Un cilindro, de densidad r y altura h, flota en la zona de separación 

de dos líquidos  de densidades r1 y r2 respectivamente, siendo 

r1<r< r2. Determinar la altura x del cilindro que se encuentra sumergido 

en el líquido de densidad r2. 
 

Al estar el cilindro en equilibrio  es porque el peso del mismo se iguala con la suma de 

los empujes que sufre por parte de los dos líquidos. Designamos con x a la parte del 

cilindro sumergida en el líquido de densidad r2, por tanto, la altura que está en el 

líquido de densidad r1 es h-x,  por m a la masa total del cilindro y por S al área de la 

base del cilindro. 
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37.-Desde el mismo lugar y con un intervalo de tiempo t se lanzan dos 

cuerpos con la misma velocidad v y el mismo ángulo a con la horizontal 

¿Cuáles son las ecuaciones que describen el movimiento del cuerpo 

lanzado en primer lugar visto desde un sistema ligado al cuerpo lanzado 

en segundo lugar? 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El vector de posición del primer cuerpo respecto del segundo  

 

   ( ) ( )jyyixxjyixrr rr

CCCCCC
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Las posiciones  vistas desde el segundo cuerpo son: 
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Las velocidades relativas son: 

 

gŰ
dt

dy
v;0

dt

dx
v r

x
r

x -====  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Las ecuaciones del movimiento de los dos cuerpos ligados 

a un sistema inercial que esta sobre el suelo horizontal 

son: 

2gt
2

1
tvsenŬy;tvcosŬx -==  

( ) ( ) ( )2Ű-tg
2

1
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38.-Un tren parte de la estación a las 12 horas según el reloj de la 

estación y se desplaza con movimiento uniformemente acelerado. Un 

observador situado en el andén frente a  la cabecera del tren observa que 

su reloj marca las 12 horas cuando pasa por delante de él, el penúltimo 

vagón. Este penúltimo vagón tarda 10 segundos en pasar por delante del 

observador  mientras que el último vagón emplea 8 segundos. Calcular 

cuánto se retrasa el reloj del observador respecto del reloj de la estación. 

 

Designamos con t al tiempo que se retrasa el reloj del observador respecto del de la 

estación y con L la longitud de cada vagón del tren.  

La velocidad del tren cuando han transcurrido t segundos es at, siendo a, la aceleración 

constante del tren 

Para el penúltimo vagón su velocidad cuando pasa por delante del observador es at, esto 

es, la velocidad del tren 

2a10
2

1
10aŰL +=  

 

Cuando pasan los dos vagones, penúltimo y último del tren, por delante del observador, 

el tiempo total es 10+8 = 18 segundos 

 

2a18
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1
18aŰ2L +=  

De ambas ecuaciones se deduce: 
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39.-Un submarino desciende en vertical con una velocidad constante v. 

En un determinado instante emite un sonido que dura un tiempo To. El 

sonido se refleja en el fondo del mar y llega al submarino y el tiempo que 

dura el sonido reflejado medido en el submarino es T. Si la velocidad del 

sonido en el agua es c, determinar la velocidad con la que se sumerge el 

submarino. 

Designamos con H la altura a la que está el submarino respecto del fondo del mar 

cuando empieza a emitir el sonido y con H´ la posición cuando termina de emitirse la 

señal. Con h designamos la posición del submarino cuando empieza a recibir la señal 

reflejada en el fondo y h´ cuando termina. La figura inferior aclara estos valores. 

 

  

en el fondo y h´ cuando termina. La figura inferior aclara estos valores. Las posiciones 

se han puesto separadas para claridad de la figura. Entre las posiciones H y H´ el tiempo 

transcurrido es To y entre h y h´, T. 

 

(2)vTh´h;)1(vTH´H o =-=-  

 

El sonido emitido en H viaja H+h al llegar al submarino y emplea un tiempo t1 y en ese  

mismo tiempo el submarino recorre H-h 
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El fin de la señal sonora se emite en la posición del submarino H´ y esa señal recorre la 

distancia H´+h´ cuando llega al submarino empleando un tiempo t2 y en ese mismo 

tiempo el submarino recorre H́-h´. 
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Sustituyendo H y H´ en la ecuación (1) 
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h 
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Sustituyendo en la última ecuación h-h´ se tiene: 
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40.-Una masa m proveniente del infinito posee una velocidad v y se 

acerca al Sol, siendo su parámetro de impacto r, tal como se observa en 

la figura. 

  
 

Hallar la distancia mínima a la que la masa m se acerca al Sol. 

Constante de gravitación, G ; Masa del Sol, MS 
 

Designamos con d a la mínima distancia de la masa al Sol y a vd  su velocidad en esa 

posición. La conservación del momento angular nos permite escribir 

 

dvɟvdmvɟmv dd =Ý=    (1) 

 

Por la  conservación de la energía mecánica  
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Sustituyendo en la ecuación (1) 
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Resolviendo la ecuación de segundo grado: 
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41.-Un cilindro homogéneo de masa m y radio R se hace girar hasta 

alcanzar una velocidad angular oɤ , luego se coloca suavemente sobre 

un plano inclinado de ángulo q .¿Hasta qué altura ascenderá el cilindro? 

El coeficiente de rozamiento es m, cumpliéndose que m > tag q. 
 

Al principio el cilindro tendrá que ir adquiriendo velocidad de traslación del centro de 

masas al mismo tiempo que su velocidad angular disminuye. El diagrama de fuerzas  es 

el siguiente: 

 

       
Las ecuaciones del movimiento, respecto de los ejes OXY, son: 

 

cosɗɛmgɛNF

ŬmR
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1
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A partir de estas ecuaciones se obtiene 

 

( )
R

cosɗg2ɛ

mR
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Para la velocidad lineal del centro de masas 

 

( )tsenɗcosɗɛg0v -+=  

 

Para la velocidad angular del cilindro 

 

t
R

cosɗg2ɛ
ɤŬtɤɤ oo -=-=  

 

La velocidad del centro de masas del cilindro aumenta y la velocidad de rotación 

disminuye, llegará un momento en el que  ɤRv= , y esto ocurre en un intervalo de 

tiempo t y el movimiento del cilindro en el plano pasa de ser de rodadura y 

deslizamiento a rodadura. 
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Las velocidad lineal del centro de masas y angular del cilindro son: 
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Desde que el cilindro se colocó sobre el plano hasta el tiempo t, el cilindro ha ascendido 

una altura H y ha recorrido una distancia L sobre el plano 

 

( )
( )

( )
( )2

22

o

22

22

o2

senɗcosɗ3ɛ2g

senɗcosɗɛsenɗRɤ
H

senɗcosɗ3ɛg

Rɤ
senɗcosɗɛgsenɗ

2

1
Hat

2

1

senɗ

H
L

-

-Ö
=

Ý
-

Ö-Ö=Ý==

 

 

 

A partir del momento en que  se ha llegado a la rodadura sin deslizamiento, admitimos 

que la energía total del cilindro, que es suma de la de rotación más traslación, se 

convierte íntegramente en energía potencial  
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La altura total a la que sube el cilindro es: 
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42.- En el esquema de la figura M =10 kg y m=5 kg y radio R = 8 cm.  La 

polea fija y la cuerda tienen masas despreciables. La cuerda puede 

desenrollarse por la polea móvil m sin resbalar.  

 

 
 

a) Calcular el menor coeficiente de rozamiento de M con la mesa para 

que cuando el sistema esté en libertad la masa M permanezca en 

reposo. 

b) Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es 0,05 determinar la 

tensión de la cuerda y las aceleraciones lineales de M y m respecto del 

suelo. 

 
a) En la figura 1 se indican las fuerzas que actúan sobre  M y m.  

 
 

  

 

 

 

 

 

 

 
  

 

 

Para la masa M  ,                    MR MaFT =- =0 

 

Para la masa m               mRŬ
2

1
TŬmR

2

1
IŬRT 2 =Ý==Ö  

    mamTmg =-  

    ŬRam =  

 

Sustituyendo a  de la tercera ecuación en la primera y am de la segunda resulta 
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Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es inferior a 0,17 habrá  deslizamiento 

de la masa M sobre la mesa. 

 

b) Dado que el coeficiente de rozamiento es 0,05 <0,17, la masa M deslizará sobre la 

mesa. La polea móvil se moverá hacia abajo al desenrollarse la cuerda y también al 

avanzar la masa M sobre la mesa, respecto del suelo la aceleración lineal de m es la 

suma de la aceleración de M más la aceleración producida al desenrollarse la cuerda. 
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Sustituyendo en la última ecuación 
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La aceleración lineal de la polea móvil respecto del suelo es: 

a= aM+am= 0,98+5,88 = 6,86 
2s

m
 

 

Podemos calcular la aceleración de la polea móvil de otra manera y es tomando un 

sistema de referencia no inercial S´, situado en la cuerda que desciende con aceleración 

aM. En este sistema hemos de introducir una fuerza de inercia contraria a esta 

aceleración .Calculamos la aceleración relativa am respecto de S´. 
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De igual modo, para conocer la aceleración absoluta sumariamos a esta aceleración 

relativa  am la de arrastre aM. 
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43.-Una cuerda elástica que  tiene una longitud natural  lo ,  sigue la ley 

de Hooke (la fuerza es directamente proporcional al alargamiento).Un 

extremo de la cuerda está sujeta firmemente en A  y en el otro (B)  se ha 

colocado una masa m= 0,2 kg como indica la figura. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La masa m se lleva suavemente hasta que alcanza la posición de 

equilibrio en O. Después se estira la cuerda hasta la posición C y desde 

allí se deja en libertad a la masa m y se mide el periodo de oscilación que 

es T = 2 s. 

a) Calcular la constante k de la ley de Hooke para la cuerda 

 

b) La velocidad de la masa m en el D siendo OD =0,05 m 

 

c) El tiempo que emplea la masa m en ir desde C a D 

 

d) La máxima energía cinética de m. 

 

e) Ahora la masa m se lleva hasta el punto A y se deja caer libremente se 

pide calcular el tiempo que emplea en retornar por primera vez al 

punto A. 
 

a) El periodo de oscilación de la masa m está relacionado con la constante k y la masa 

m 

 

m

N
1,97

2

0,24ˊ

T

m4ˊ
k

k

m
2ˊT

2

2

2

2

=
Ö

==Ý=  

 

b) En la posición C la velocidad de la masa m es cero y la distancia a O es 0,1 m , por 

tanto, la ecuación del movimiento armónico que describe la masa m oscilando a uno y 

otro lado del punto O , es : 

x= A cos wt t
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tɤsenAɤ
dt

dx
v -==  

En la posición D el ángulo wt es: 
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d) La máxima energía cinética ocurre cuando la masa m pase por el punto O de 

equilibrio y debido a que el sistema es conservativo esa energía cinética es igual a 

la potencial en el punto C. 

 

J9,9.100,11,97
2

1
Ep(C)Ec(O) 32 -=ÖÖ==  

e) Al llevar la masa m al punto A, la cuerda se dobla y la masa m cae libremente 

desde A hasta el punto B en que la cuerda tienen su longitud natural, a partir de 

ese lugar la cuerda comienza a estirarse, siguiendo la ley de Hooke, como 

consecuencia de ello, la masa m empieza a disminuir su energía cinética que se 

convierte en potencial elástica en la cuerda, esto ocurre hasta que la velocidad de 

la masa es cero. Si tomamos como referencia de la energía potencial gravitatoria 

la posición de la masa m cuando su velocidad es cero (punto que designamos con 

Q) resulta que m en A tiene energía cinética y energía potencial gravitatoria. 

Designamos con Dx la distancia entre el punto A y la posición en que la masa m 

tiene velocidad cero. 
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La posición del punto O corresponde al lugar en que equilibran el peso de la masa m y 

la fuerza elástica que sobre ella ejerce la cuerda. 
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w t =60º 



 71 

La masa m cae libremente de A hasta B, luego efectúa un movimiento armónico de 

periodo T=2 segundos y amplitud 2,72-0,99=1,73 m entre B y Q, sigue con movimiento 

armónico entre Q y B y finalmente a partir de B se mueve libremente en el campo 

gravitatorio. El tiempo total en retornar a A es:  

2( tiempo de caída libre desde A a B + tiempo desde B a Q) 

 

 

 

Tiempo desde A hasta B      s0,45
9,8

12

g

2l
tgt

2

1
l o

AB

2

ABo =
Ö

==Ý=  

El tiempo de B a Q es igual al tiempo desde Q a B 

Posición de la masa m en B  
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Tiempo de retornar a A = 2*(0,45+0,69) = 2,28 s 

 

 

 

 

 

 

OB = 0,99 m 

OQ =1,73 m 

sen b= OB/OQ=0,99/1,73 

b=34,9º 

Q 

O 

B b 

wtQB=90+34,9=124,9º 

 

w tQB  

A 

Q 
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O 

lo= 1m  

0,99 m  

2,72 m 

1,73 m 

Velocidad en Q =0 

Velocidad en O, máxima 

Velocidad en B= o2gl  
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44.-Desde una altura h sobre el suelo y en dirección horizontal se lanzan 

simultáneamente dos cuerpos con velocidades v1 y v2. El primero hacia la 

derecha y el segundo hacia al izquierda. Calcular la distancia entre 

ambos cuerpos cuando sus vectores velocidad sean perpendiculares entre 

sí. 
 

Tomando los ejes X e Y sobre el suelo, las ecuaciones de los cuerpos son 
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Escribimos  los vectores velocidad de cada cuerpo en función de los vectores unitarios 

sobre los ejes: 

jgtiv(2)v;jgtiv(1)v 21
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Si los vectores velocidad son perpendiculares su producto escalar es nulo, lo que 

sucederá en un instante tp. 
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Llevamos el instante tP ,  a las ecuaciones de las posiciones en la dirección del eje X de 

los cuerpos y restándolas calculamos la distancia entre ellos. 
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45.-  Supongamos que la energía potencial de un cuerpo está dada por 

la expresión 2kx
2

1
E

P
= , siendo k una constante. Si la amplitud de la 

oscilación es x0 , para una  distancia x la velocidad es v.¿Cuál sería la 

velocidad para una amplitud nx0 y para una distancia  nx? Demostrar 

que el periodo de la oscilación no depende de la amplitud. 

 
Teniendo en cuenta que la  fuerza  es igual a menos el gradiente de la energía potencial 

y dado que el movimiento es monodimensional, podemos escribir: 

 

x
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La ecuación (1) es una ecuación diferencial tal que x es una función que derivada dos 

veces nos dé de nuevo la función, esta función es una función armónica 

 

  x-ɤtɤsenAɤ
dt
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Identificando (2) con (1)  
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El periodo es independiente de la amplitud. Se trata de un movimiento armónico simple. 

Podemos aplicar el principio de conservación de la energía, entre  un punto cualquiera 

del recorrido y el de amplitud. 
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De las dos ecuaciones se deduce: 
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46.-Un péndulo simple está formado por una cuerda de masa 

despreciable y longitud l, y  una pequeña esfera de hierro de masa m. El 

periodo de este péndulo es 
g

l
2ˊoT = . Si este péndulo se hace oscilar: 

a) en el campo gravitatorio y por encima de un imán, siendo FM la fuerza 

magnética perpendicular que actúa sobre la esfera de hierro el periodo 

cambia a T1.  

b)  Si se hace oscilar entre los polos de un imán que provoca una fuerza 

magnética horizontal el periodo es T2. Calcular la fuerza magnética en 

cada caso. Calcular para el caso b) el valor del ángulo que forma el 

péndulo con la vertical en su posición  estable. 
 

a) Las fuerzas que actúan sobre la esfera de hierro son las indicadas en la figura 

 

 
 

 

 

Descomponiendo las fuerzas peso y FM en dirección perpendicular a la dirección del 

hilo y teniendo en cuenta que q sea pequeño, ɗ,ɗsen º   y que el valor del arco es igual 

al valor del ángulo en radianes por el radio,  podemos escribir: 

 

( ) ( ) ( ) kxF
l

x
mgFFɗmgFFɗsenmgF MMM =Ý+Ý=+Ý=+  

Siendo una constante  M
F mg

k
l

+
=    resulta finalmente: F k·x=  

 

Se trata de un movimiento armónico cuyo periodo es: 
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Combinando la última ecuación con la del péndulo simple: 
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Ahora actúan dos fuerzas perpendiculares sobre la esfera de hierro que dan lugar a una 

resultante ( ) 2

M

2

R FmgF +=  y a una posición de equilibrio del péndulo que forma con 

la dirección vertical un ángulo f. Si ahora el péndulo se separa un ángulo pequeño q de 

la posición de equilibrio el péndulo oscila. 
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Siendo una constante  
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Se trata de un movimiento armónico cuyo periodo es: 
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Para el péndulo simple tenemos: 
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A partir de las dos últimas ecuaciones 
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Para calcular el ángulo f, observamos la figura 2. 
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47.-Una cuerda se encuentra en reposo sobre dos planos inclinados que 

forman con la horizontal el mismo ángulo q. La cuerda tiene una 

densidad por unidad de longitud uniforme r, y el coeficiente de 

rozamiento con los planos es la unidad. En la figura se observa que parte 

de la cuerda (longitud L) permanece en el aire y otras dos  partes (de 

longitud cada una l), están sobre los planos. El sistema tiene simetría 

derecha izquierda como indica la figura. Se pide cuál es la mayor 

fracción de la cuerda (
L2l

L
Ů

+
= ) que está en el aire y para qué ángulo  q 

ocurre que e  alcanza su valor máximo y cuál es el valor de e. 
 

 
Analizamos las fuerzas que actúan sobre la longitud de cuerda l que está sobre el plano 

inclinado de la izquierda. 

 

   

 

 

  
 

N es la fuerza con que el plano empuja a la cuerda, FR es la fuerza de rozamiento = mN, 

T es la fuerza con que la cuerda que está en el aire tira de l. La reacción a esta fuerza 

está aplicada en L. 

 

Dado que el trozo de cuerda l está en reposo se cumple. 

q q 

l l 

Peso = r l 

N 
FR 

T 

q b 

q 

X 

Y 
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y R

x R

F 0; F senɗ Nsenɓ Tsenɗ-ɟl=0

F 0; -F cosɗ+Ncosɓ Tcosɗ=0

= + -

= +

ä

ä
 

 

Como q y b son ángulos complementarios:  sen b = cos q   y    cos b = sen q 
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Para la cuerda de longitud L que está al aire: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Teniendo en cuenta que L se encuentra en equilibrio 

 

(3)   LɟɗsenT2 =  

 

Sustituimos (2) en (3) 

(4)Lsenɗ
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Sustituimos (2) en (1) 

 

5)(lsenɗ
ɟcosɗ

senɗNcosɗɛN

ɟ

cosɗNɗɛNsen
=

-
-

+
 

 

Llevamos l y L a e (definido en el enunciado del problema). 
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Teniendo en cuenta que m = 1 

 

( )

)6(
ɗcoscosɗsenɗ

ɗsencosɗsenɗ

cosɗsenɗ

cosɗ

senɗsenɗcosɗ

Ů
2

2

+

-
=

+

-

=  

T T 

Peso = r L 

q q 



 79 

Como nos piden el valor máximo de e, derivamos la ecuación anterior respecto de q e 

igualamos a cero. 
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 Al igualar a cero resulta que en principio son posibles dos soluciones 
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0ɗcosɗsenɗsencosɗɗsenɗcoscosɗɗsen 2222 =+Ý-=+  

Conduce a una relación correcta pero no relacionada con el problema ya que, la 

solución es q =0 con lo que el suelo es horizontal. 

 

La otra solución posible es: 

 

 
22,5ºɗ12ɗtag

02ɗtag102ɗsen2ɗcos0cosɗ2senɗɗcosɗsen 22

=Ý=Ý

Ý=-Ý=-Ý=-+-
 

 

Sustituyendo en la ecuación (6) 
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Vamos ahora a representar e frente a q. 
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48.-Una partícula puntual de masa m  está situado en lo alto de un 

hemisferio de masa M. La partícula comienza a deslizar hacia la derecha. 

Se pide el ángulo q para el cual la partícula abandona el hemisferio. El 

ángulo q se mide desde el centro de la base del hemisferio. Se considera 

que no existe rozamiento entre el hemisferio y el suelo ni entre la 

partícula y el hemisferio. 

  
Calcular el valor de q cuando m=M,    m<< M,    m=100 M. 

 
Este problema es una variante de uno clásico en el que  se considera que el hemisferio 

está fijo. Aquí nos encontramos que si m se mueve hacia la derecha el hemisferio se 

desplaza hacia la izquierda. 

En la figura 1 se consideran dos sistemas de referencia: OXY y O´X´Y´. El primero está 

ligado al suelo y es un sistema inercial, el segundo está ligado al hemisferio. En el 

instante t=0 ambos sistemas son coincidentes 

.

 
 

 

 

El instante t=t  se considera cuando la masa  puntual m, se desprende del hemisferio. 

Durante ese intervalo de tiempo el sistema O´X´Y´ es un sistema no inercial ya que el 

hemisferio se  está acelerando por la fuerza de reacción N´. En la figura 2a se indican 

las fuerzas que actúan sobre la masa puntual (cuando todavía no se ha separado del 

hemisferio) y en la 2b las fuerzas que actúan sobre el hemisferio. N´ es la reacción a N y 

está aplicada en el hemisferio, mientras que N lo está en la masa puntual m. Entre los 

instantes t=0 y t=t , N´ existe y da una componente horizontal que  empuja al 

hemisferio hacia la izquierda produciendo en él una aceleración  y por esta razón el 

sistema O´X´Y´ es un sistema no inercial , pero cuando m se separa de M  ya no existe 

N´ y por tanto a partir de ese instante O´X´Y´ se desplaza con velocidad constante 

constituyendo  un sistema inercial.  
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Volviendo a la figura 1, designamos las velocidades respecto del sistema OXYZ con Vx 

la velocidad del hemisferio hacia la izquierda en el instante t=t,  y vx e y vy a las 

componentes de la velocidad de m justamente en el momento en que se separa de M, o 

lo que es lo mismo cuando t=t..  

 

Respecto del sistema O´X´Y´ las componentes de la velocidad de m son (vx+Vx; vy) 

 

Para el sistema OXY, podemos aplicar el principio de conservación de la cantidad de 

movimiento sobre el eje X. 

 

xxxxx Ůvv
M

m
VMVmv ==Ý=   (1) 

 

Desde el sistema O´X´Y´, la velocidad de m es tangente al hemisferio, esto es, 

perpendicular a la recta O´B, luego: 
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Desde el sistema de referencia OXY aplicamos el principio de conservación de la 

energía: 
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Si R es el radio del hemisferio y sustituimos Vx y vy, resulta: 
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Teniendo en cuenta que Vx es la máxima velocidad que puede recibir el hemisferio, ya 

que a partir del instante t=t su velocidad no puede aumentar más, puesto que no existe 

fuerza que lo acelere y teniendo también presente que Vx= evx, siendo e una constante, 

se concluye que vx debe tener un valor máximo y por ello  derivamos la ecuación (3) 

respecto de q e igualamos a cero. 
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a) Como Ů
M

m
= , cuando m= M , e =1, sustituyendo en la última ecuación resulta: 
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Para resolver la ecuación (4) recurrimos a un procedimiento de tanteo: 

 

 Para  q = 40º     5,8<6  ; Para  q = 42º     5,93<6  ; Para  q = 43º     6,20>6 ; 

 

  Para  q = 42,9º     6=6 

 

b) Cuando m<<M , e =0 
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48,2ºɗ
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Esta es la solución del problema clásico cuando el hemisferio está quieto. 

 

c) Cuando m=100M , e=100 
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Resolvemos la ecuación (5) por tanteo 

 

Para q = 15º,   3,02<3,03 ;   Para q = 16º,   3,025<3,03 , Para q = 17º,   3,027<3,03 

 

Para q = 18º,   3,028<3,03 ; Para q = 19º,   3,03=3,03 
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49.-Un cilindro hueco tiene un radio R, en el interior del mismo descansa 

otro cilindro macizo de radio r, siendo r mucho menor que R. El cilindro 

de radio r se separa un ángulo pequeño de su posición de equilibrio y se 

deja en libertad. Calcular el periodo de oscilación en los dos casos 

siguientes: I) No hay rozamiento entre ambos cilindros, II) existe el 

suficiente rozamiento para que el cilindro pequeño ruede sin deslizar por 

el interior del grande. 

 
I) En el primer caso al no haber rozamiento, el cilindro pequeño de radio r desliza y el 

movimiento de éste, es como el de un péndulo simple con la masa concentrada en el 

centro de masas. El centro de masas de ese  cilindro describe al oscilar un arco de radio 

R-r, tal como se indica en la figura 1. 

 

    

 

 

 
 

 

Sobre el cilindro de radio r actúan dos fuerzas el peso mg y la fuerza normal N con que 

el cilindro de radio R empuja al otro cilindro. El peso se puede decomponer en dos 

fuerzas,  una mg sen q y otra mg cos q. La fuerza que hace oscilar al cilindro es mg 

senq, pero para ángulos pequeños podemos  aproximar el seno  q al ángulo q expresado 

en radianes y así poder escribir: 
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La ecuación diferencial representa un movimiento armónico simple cuya pulsación vale. 
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II) Las fuerzas que actúan sobre el cilindro pequeño son tres: peso =mg, empuje N y 

fuerza de rozamiento FR que al no pasar por el centro de masas  produce un momento. 

 

 
 

Las fuerzas que hacen oscilar al cilindro y provocan aceleración sobre él  son: mg senq  

y FR. Además el cilindro rueda sin deslizar debido al momento de la fuerza de 

rozamiento respecto del centro de masa del cilindro. Las ecuaciones del movimiento 

admitiendo que el ángulo q es pequeño son las siguientes: 
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Llevando las ecuaciones  segunda y tercera a la primera resulta: 
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Cuando el cilindro pequeño da una vuelta completa su centro de masas describe un arco 

de longitud 2p (R-r)  al cual corresponde un ángulo que designamos con b.  

 

Supongamos que el cilindro pequeño describe  al rodar un ángulo db con lo que su 

centro de mas avanza  un trozo de arco dL, al cual corresponde un ángulo dq. 
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En la figura 3 se observa que ( )r)RdɗdL -= . Si nos fijamos en el cilindro que rueda  

(para ello se ha dibujado una figura aparte) éste ha girado un  ángulo  db al mismo 

tiempo que  el centro de masas describe un arco de longitud dL. Si el cilindro diese una 

vuelta completa (2 p radianes) el centro de masa hubiese avanzado 2p r metros, por 

tanto: 
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Si derivamos la última ecuación con respecto del tiempo obtenemos 
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Como 
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 es la aceleración angular a  que según la ecuación (1)  
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50.-Un cohete posee una masa inicial mo constituida por el armazón del 

cohete y el combustible. Se dispara en posición vertical. El combustible se 

consume de forma constante a razón de r = dm/dt   y se expele con una 

velocidad constante u con relación al cohete. Si se desprecia la 

resistencia del aire encontrar la expresión de la velocidad del cohete en 

un tiempo t después de la salida. 

 
El problema se resuelve mediante la aplicación del principio según el cual, el impulso 

mecánico es igual a la variación de la cantidad de movimiento. 

En un tiempo t después de la salida del cohete  la masa del cohete  es: mo-rt  y posee 

una velocidad v. Transcurrido un incremento de tiempo Dt se expulsa una masa de 

combustible Dm con velocidad u respecto del cohete. El cohete tiene ahora una masa 

mo-rt -rDt y adquiere una velocidad v+Dv 

 

1) Cantidad de movimiento del cohete:  ( )vtɟm0 -  

 

2) Impulso de la fuerza peso sobre el cohete: -( ) tgtɟm0 D-   

 

3) Cantidad de movimiento del cohete inmediatamente después de la expulsión 

 

( )( )ȹvvȹtɟtɟmo +--  

 

4) Cantidad de movimiento de la masa expulsada: ( )vuȹtɟvȹm- e --=  

 

Como sobre el sistema cohete-combustible las fuerzas que se producen en la 

combustión de los gases son interiores al sistema, entonces el momento lineal total del 

mismo permanece constante. 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
tɟm

uɟ

ȹt

ȹv
guȹtɟ-ȹvtɟmȹtgtɟm-

vȹtɟuȹtɟ-ȹvȹtɟ-vȹtɟ-ȹvtɟmvtɟmȹtgtɟm-vtɟm

v-uȹtɟȹvvȹtɟ-tɟmȹtgtɟm-vtɟm

0

00

0000

000

-
-=-Ý-=-Ý

Ý+-+-=--Ý

Ý-+-=--

Si Dt tiende a cero,  separamos variables e integramos 

 

( )[ ] gt
tɟm

m
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ɟ
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o

o
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-
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-
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õ
æ
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-
+-=ññ  

 

La manera anterior resulta tediosa de realizar, por lo que resulta más rápido utilizar la 

ecuación general para un sistema de masa variable. 

 

dt

dm
uF

dt

vd
m

CC
C

+=  
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Si la aplicamos al caso del cohete y consideramos la vertical dirigida hacia arriba como 

positiva,  tenemos  que la masa al cabo de un tiempo t es: 

 mo-r t, F
C

 es la fuerza exterior  F =-( mo-r t) g , la velocidad u
C

 es ïu   y    ɟ
dt

dm
-=  

el signo menos de este cociente es debido a que el sistema pierde masa, en el caso de 

que la ganase sería positivo. 

 

( ) ( )
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m
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dt
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51.-Un vagón cargado de arena tiene una masa total M en el instante 

inicial, y  se desplaza por una vía  mediante la acción de una fuerza 

constante F  con dirección horizontal. El vagón suelta arena debido a un 

orificio que existe en el fondo del mismo, siendo Dm la cantidad 

evacuada por unidad de tiempo. En el instante t=0, la velocidad del vagón 

es nula. Hállese la velocidad y aceleración del vagón en función del 

tiempo. 

Utilizamos la ecuación para un sistema de masa variable.
dt

dm
uF

dt

vd
m

CC
C

+= . Al cabo de 

un tiempo t de iniciado el movimiento, la masa del vagón es M- Dm t, la fuerza exterior 

es F y u, la velocidad de la arena respecto del vagón, es nula, por ir en él. 

 

 

( ) ( )CtetȹmMln
ȹm

F
vdt

tȹmM

F
dvF

dt

dv
tȹmM +--=Ý

-
=Ý=- ññ  

 

Cuando t=0 , v=0 
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F
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52.-Una pequeña masa comienza a deslizarse por un plano inclinado de 

ángulo a. El coeficiente de rozamiento es directamente proporcional al 

camino recorrido por la masa ( )ksɛ= .Calcular el camino recorrido por 

la masa hasta que se para y la velocidad máxima que ha alcanzado en 

dicho recorrido. 
 

La masa cuando inicia su movimiento tiene una cierta energía potencial y carece de 

cinética. Cuando se para no tiene ni energía cinética ni potencial. La energía potencial 

perdida se ha empleado en el trabajo de rozamiento efectuado a lo largo del camino 

recorrido. 

2

s
Ŭ cos kmgdsŬcosmgskW

2

f
Fr

f
s

o

==ñ  

 

Designamos con h , la altura que desciende la masa desde que inicia el movimiento 

hasta que se para, teniendo en cuenta que el camino recorrido sobre el plano es s , se 

deduce que: senŬsh
s

h
senŬ f

f

=Ý= , y  la pérdida de energía potencial es: 

Ŭsensgm f .Igualando el trabajo de rozamiento con la pérdida de energía potencial 

 

k

Ŭtag2
sŬsensgm

2

s
Ŭ cos kmg ff

2

f =Ý=  

 

El diagrama de fuerzas sobre el cuerpo nos conduce a  

 

( ) Cte
2

v

2

s
ŬcosgkŬsengdvvdsŬgcosskŬseng

v
ds

dv
m

dt

ds

ds

dv
m

dt

dv
mŬmgcosskŬsenmgmaFŬsenmg

22

R

+=-Ý=-Ý

Ý=Ö==-Ý=-

ññ s

 

 

Cuando se inicia el movimiento s = 0 y la velocidad es nula, luego Cte=0. 

Para buscar la velocidad máxima derivamos la ecuación de la velocidad con respecto a 

la variable s e igualamos a cero 

 

 mg 

N 

FR 

s 
a 
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k

Ŭtag
s

0

2

s
cosŬgk2Ŭsensg22

cosŬsgk2Ŭseng2

ds

dv

2

s
cosŬgk2Ŭsensg2v
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-

-
=Ý-=

 

 

Llevando el valor de s a la ecuación de la velocidad 
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53.- Un río tiene  sus orillas paralelas y la distancia entre ambas es L. La 

velocidad de la corriente es constante y de módulo u.  

a) Con una lancha se desea ir desde A en una orilla, hasta B en la otra 

orilla con la condición de que la velocidad de la lancha sea la mínima   

posible (fig. 1a ). 

 

a) Determinar el valor de v minima. 

 

b) Admitiendo que  u>v (v,  velocidad de la lancha),  se parte del punto A 

y se desea llegar a la orilla opuesta con  una deriva mínima, esto es, con 

un valor  de s minímo, (fig 1b). Determinar el valor de la velocidad. 

 
a) 

 

 

   
 

 

 

En la figura 1a, v es la velocidad de la lancha, V es la velocidad resultante de la 

velocidad del agua y de la lancha. La dirección de V es la recta AB, puesto que se 

pretende salir de A y llegar a B. En la mencionada figura  v es una velocidad cualquiera  

y no la mínima que es lo que pide el problema. Observe que son invariables  u y s. 

 

 

Proyectamos las velocidades sobre los ejes X e Y. 

 

ɓsensɓcosL

uL
vɓsenvscosɓvLuL

L

s

ɓsenv

ɓcosvu
ŬtagɓsenvŬcosV;ɓcosvuŬsenV

+
=Ý=-Ý

Ý=
-

=Ý=-=

 

 

Como el problema nos pide la velocidad mínima derivamos v respecto de b e igualamos 

a cero. 
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A la vista de este resultado: 
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En la figura 1b se ha  representado un valor cualquiera de s, que no es el mínimo pedido 

por el problema. R representa la velocidad resultante que corresponde a  s. 
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ɔsenv
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Ls

L

s

ɔsenv

ɔcosvu
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-
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-
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Si s ha de ser mínimo, derivamos s con respecto a g, e igualamos a cero. 
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Sustituyendo el valor del coseno en (1), resulta: 
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54.- Una partícula P describe una trayectoria circular de radio R, con 

velocidad angular w y aceleración angular a. 

R
G

 es el vector de posición de la partícula respecto  del centro de la 

circunferencia. Determinar la velocidad y aceleración de la partícula 

para un observador  en reposo, e identificar las componentes intrínsecas 

de la aceleración absoluta 
 

 

 

El vector de posición de P en un instante t, respecto 

de los ejes inerciales en O es: 

 

jsenRicosRR
CCC
jj +=    con j =j(t) 

 

El vector velocidad es su derivada respecto del 

tiempo: 

 

( )jcosisenɤRjcosRisenRv
CCC

#
C

#
C

jjjjjj +-=+-=

 [1] 

 

El vector contenido en el paréntesis es un vector 

unitario situado en una dirección perpendicular al 

vector R
C

y como la trayectoria es una circunferencia 

tiene la misma dirección que la tangente, recibiendo 

el nombre de vector unitario tangente t
C

. La 

ecuación anterior [1] se puede también escribir. 

 

ŰɤRv
CC

=  

Ahora bien, si definimos el vector velocidad 

angularw
C

como un vector en la dirección del eje de 

rotación Z, cuyo sentido lo proporciona la regla del 

sacacorchos, entonces k
CC
ww= y si establecemos y 

verificamos el producto vectorial Rv
CCC
³=w  [2] 

 

)jcosisenɤR(

0senRcosR

ɤ00

kji

v
CC

CCC

C
jj

jj

+-==  

 

Resultado que al coincidir con [1] confirma la ecuación [2]. 

 

Para calcular la aceleración respecto de O, vamos a derivar el vector velocidad respecto 

del tiempo. 
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Cambiando aw=#  módulo de la aceleración angular resulta: 

 

RɤŰŬR)jseniR(cosɤ)jcosisenŬR(a 22
CCCCCCC

-=+-+-= jjjj   [3] 

 

El primer vector de [3] es tangente a la trayectoria, se conoce como aceleración 

tangencial, mientras que el segundo tiene dirección radial con sentido hacia O como 

indica el signo menos, se conoce como aceleración radial o centrípeta. 

 

Si derivamos la ecuación vectorial [2] respecto del tiempo inmediatamente obtenemos 

también la aceleración. 

 

( )RɤɤRŬRɤRɤa
CCCCC#CCC

#CC
³³+³=³+³=   [4] 

 

Estando por definición el vector aceleración angular a
C

en la dirección del eje de 

rotación y su sentido coincide con el de w
C

, en el presente caso. En consecuencia 

kŬŬ
CC

=  

El primer sumando de [4] es la aceleración tangencial y el segundo en la aceleración 

centrípeta. Verifíquese que sale igual que en [3]; efectuando los productos vectoriales 

que aparecen en los dos sumandos de [4]. 

 

Una alternativa inmediata y breve es la siguiente: 

 

Utilizando coordenadas polares el vector de posición es ruRR
CC

= ; derivando respecto del 

tiempo  y considerando que la derivada de un vector giratorio de módulo constante 

(demostración obvia que está en cualquier texto) es r
r u

dt

ud CC
C

³w=  

r
r uR

dt

ud
R

dt

Rd
v

CC
CC

C
³w===  

 
Volviendo a derivar. 
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r

r uRu
dt

d
R
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55.-Una plancha de masa mp está situada sobre un suelo horizontal, 

siendo mp el coeficiente de rozamiento. Una barra de masa mb y longitud 

L se apoya por un extremo sobre la plancha y forma con la vertical un 

ángulo a, por el otro extremo está articulada en A que permanece fijo 

(ver la figura inferior). El coeficiente de rozamiento entre la plancha y la 

barra es mb. 

a) Mediante una fuerza horizontal T1 aplicada en la plancha se desea 

que ésta se deslice hacia la izquierda a velocidad  constante, determinar 

T1. b) Realizar el mismo caso pero para que la plancha deslice hacia la 

derecha. 
 

 
 

a) Cuando la plancha deslice hacia la izquierda los diagramas de fuerzas sobre la 

plancha y la barra son los siguientes: 

 
 

Fuerzas sobre la plancha: 

 

Peso de la plancha = mpg   ;   Fuerza que el suelo ejerce sobre la plancha = Ns 

 

Fuerza con que la barra empuja a la plancha = Nbp 

 

Fuerza de rozamiento entre la plancha y el suelo =FRp 

 

Fuerza de rozamiento entre la plancha y la barra = Fbp 

 

A 

a 

mpg 

Ns 

FRp= mpNs 

Nbp 

Fbp = mb Nbp 

TI 

mbg 

 

Fpb 

Npb a 

RA 



 97 

Fuerza aplicada en la plancha para que deslice hacia la izquierda con velocidad 

constante=TI 

 

 

Fuerzas sobre la barra: 

 

Peso de la barra = mbg  ;  Fuerza con que la plancha empuja a la barra =Npb : Las 

fuerzas Nbp y  Npb son acción y reacción y por tanto tienen el mismo módulo. 

 

Fuerza de rozamiento entre la barra y la plancha  = Fpb Las fuerzas Fbp y  Nbp son acción 

y reacción y por tanto tienen el mismo módulo. 

 

Reacción en la articulación  A  = RA. En  la figura se ha dibujado en una dirección 

cualquiera,  pues a priori no puede saberse  cómo esta dirigida. 

 

Como la plancha desliza a velocidad constante se cumple: que la suma de todas las 

fuerzas aplicadas debe ser nula: ä
ä
ä
îí

î
ì

ë

=

=
Ý=

0F

0F
0F

y

xC
 

 

 

( ) )1(0NɛNgmɛTNgmN;0NɛNɛT bpbbpppIbppsbpbspI =-+-Ý+==--  

 

 

La barra se encuentra en reposo, si empleamos la condición de que la suma de los 

momentos respecto de la articulación A es cero, evitamos introducir la reacción en la 

articulación RA y así calculamos directamente la reacción Nbp. Los momentos que sean  

perpendiculares a la barra y dirigidos según el dibujo hacia fuera del papel, se tomarán 

positivos y en sentido contrario negativos. 
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Sustituyendo Nbp en la ecuación (1) 
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b) El diagrama de fuerzas cuando la plancha desliza hacia la derecha 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Aplicando de nuevo las condiciones ä=0F
C

a la plancha y ä =0M
C

a la barra, resulta: 

 

( ) )1(0NɛNgmɛT bpbbpppD =-+-  
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Sise compara con las ecuaciones anteriores resulta que la única diferencia es cambiar un 

signo más por uno menos. 

 

( )
( )

()3
ŬcosɛŬsen2

Ŭsengm
ɛɛgmɛT

b

b

bpppD
-

Ö++=  

 

Si se compara TI con TD resulta que siempre TD>TI, además puede ocurrir que TD sea 

infinito si se cumple que  ŬtagɛcosŬɛŬsen bb =Ý= , con lo cual  es imposible 

deslizar la plancha hacia la derecha si  Ŭtagɛb ² . 
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56.- Una partícula se encuentra inicialmente en la esquina superior 

(punto A) de una puerta rígida que gira alrededor de un eje vertical con 

velocidad angular constante ẃ. La partícula se mueve por el borde 

superior de la puerta con velocidad constante vo. Determinar, expresando 

los resultados en el sistema móvil S´, que gira solidario con la puerta:  a) 

velocidad relativa de arrastre y absoluta  de la partícula en función del 

tiempo,  b) aceleración relativa, de arrastre, complementaria y absoluta 

en función del tiempo 
¨ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La ecuación cinemática de velocidades es:      vrɤvv O
¡+¡³+= ¡

CCCCC
 

 

a) La velocidad relativa, es decir definida desde los ejes móviles en O´  vale:            

ivv o
¡-=¡
CC

 

 

En este problema, la velocidad de arrastre debida al movimiento de los ejes móviles 

resulta: 

  

Por no efectuar traslación 0vO =¡
C

   

 

Debido a la rotación vale:      ( )( ) ( )j¡-=¡-+¡³¡=¡³
CCCCCC

tvlɤitvlkhkɤrɤ oo  

  

La velocidad absoluta ( )jtvlɤivv oo
¡-+¡-=
CCC

 

 

c) La ecuación cinemática de aceleraciones es:   

 

d) ( ) avɤ2r
dt

ɤd
rɤɤaa o

¡+¡³+¡³+¡³³+= ¡

CCCC
C

CCCCC
 

La aceleración respecto de los ejes móviles ( ) 0=¡-=
¡

=¡ iv
dt

d
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C

 

Las aceleraciones de arrastre: 

    0aO =¡
C
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2

o
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C

C
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 La aceleración de arrastre vale:      ( )itvlɤa o

2
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 La aceleración complementaria o de Coriolis:       

 

( ) jv2ɤivkɤ2vɤ2a ooC
¡-=¡-³¡=³=
CCCCCC

 

  

 La aceleración absoluta:   ( ) jvɤ2itvlɤa oo

2 ¡-¡--=
CCC
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57.-Un satélite de la Luna se encuentra a una altura h de su centro. Va 

provisto de una cámara fotográfica de distancia focal 500 mm. En la 

Tierra existe una cámara igual a la anterior. Se realizan  al mismo 

tiempo dos fotografías de la Luna, una desde la Tierra y otra desde el 

satélite. Los diámetros de la imagen de la Luna obtenidos en cada caso 

son d1= 4,5 mm y d2=250 mm. Determinar el periodo de rotación del 

satélite. 

La intensidad del campo gravitatorio en la Luna es 1/6 del de la Tierra. 

La distancia Tierra Luna es D = 380000 km.  

 
La distancia Tierra-Luna es tan grande que en la cámara  fotográfíca  situada en la 

Tierra se obtendrá una fotografía completa de la Luna  y la imagen está situada en el 

plano focal. 

 

 
 

 

 

 

La figura 1 es un dibujo (no a escala) cuando la fotografía se hace desde la Tierra. De 

los triángulos se deduce: 
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Cuando la fotografía se hace desde el satélite no se puede abarcar toda la Luna sino una 

parte de ella, como indica la figura 2 (no está a escala). 

 

 
 

Fig.1 

Fig.2 
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El ángulo a es complementario del b. De la figura 2 se deduce: 
h

R
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La fuerza de atracción gravitatoria entre la Luna y el satélite, de masa m´, proporciona 

la fuerza centrípeta de éste. 
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La intensidad del campo gravitatorio en la superficie de la Luna es:  
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El periodo de rotación del satélite vale: 
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58.- Se lanza un cuerpo de masa m, considerado puntual,  con una 

velocidad inicial vertical vo. La resistencia que opone el medio es 

directamente proporcional a la velocidad R = kv.  

a) Determinar la ecuación que relaciona la velocidad con el tiempo 

b) Dibujar juntas las gráficas de la velocidad en el caso indicado y si no 

hubiese resistencia del medio. 

c) Calcular para ambos casos la altura alcanzada por la masa m. 

Datos g = 10 m/s2, k=0,4 Ns/m , vo = 20 m/s, m= 1 kg 

 
a) Al ascender el cuerpo existen dos fuerzas  verticales dirigidas hacia abajo. Si k es el vector 

unitario en dirección vertical y hacia arriba, escribimos de acuerdo con la segunda ley de 

Newton 

a)  
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Para resolver la ecuación diferencial hacemos el siguiente cambio de variable:   ɟv
m

k
g =+  y 

de aquí  
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k
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Sustituyendo  
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Según las condiciones iniciales, cuando t =0, v = velocidad inicial = v0 
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La ecuación del tiempo 
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b) Sustituimos los datos del problema en la ecuación (1)  
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Si no hubiese fuerza resistente, el movimiento de subida es uniformemente retardado 
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c) La altura alcanzada cuando no existe fuerza resistente es: 
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Cuando existe fuerza resistente: 

 

 

 

 

 

 

 

En la ecuación de h´, t significa el tiempo de subida, es decir, el tiempo que tarda en anularse  la 

velocidad. 
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59.- Dos planos  forman entre sí un ángulo a = 60º y se disponen sobre 

un suelo horizontal en la forma que indica la figura inferior 

 

 

 

Sobre estos planos se sitúa un cubo de arista a. Si no existe rozamiento 

entre el cubo y los planos, determinar cómo han de colocarse el cubo 

entre los planos para que se encuentre en equilibrio. 
 

Para que el cubo se encuentre en equilibrio las fuerzas que actúen sobre él deben 

cumplir dos condiciones: una que la suma de esas fuerzas sea nula, otra que el  

momento resultante  de las fuerzas respecto del centro de masas del cubo sea  nulo. 

Sobre el cubo actúan tres fuerzas, las dos reacciones de los planos y su peso. En la 

figura 1 se ha colocado el cubo en una determinada posición y se han dibujado las dos 

reacciones de los planos. 

 

 
 

 

 

Las fuerzas de reacción de los planos sobre el cubo son perpendiculares a las respectivas 

paredes, ya que no existe rozamiento. En la figura 1 se observa que dichas fuerzas crean 

momentos respecto del centro de masas del cubo. Se infiere que solamente existen dos 

posiciones para las que los momentos sean nulos y ambas se encuentran dibujadas en la 

figura 2. 

 

30º 30º 

60º 

Fig.1 
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De las dos posiciones de equilibrio será estable la que tenga el centro de masa más  bajo 

respecto del suelo horizontal. De la figura 2, dibujada a escala, se observa que es más 

estable la posición b).Calculamos las alturas del centro de masas (CM) en cada caso. 

Llamando a al ángulo que forman los planos entre sí. 
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No siempre la posición b) tiene el centro de masas más bajo que la posición a). En la 

gráfica inferior  se han representado los valores de h y h´  en función del ángulo  alfa. 

Fig.2  
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60.- En la figura inferior P es una plataforma que puede deslizarse  

verticalmente hacia abajo. Encima de ella está situado un cuerpo de 

masa m, unido a un muelle con uno de sus extremos fijo en el techo. 

Inicialmente el muelle no está estirado ni comprimido. 

Si la plataforma comienza a moverse verticalmente hacia abajo con una 

aceleración a. 

1) Determinar el alargamiento del muelle cuando el cuerpo se separe de 

la plataforma y el tiempo que transcurre. 

2) El alargamiento máximo que experimenta el muelle. 

3) Estudiar el movimiento del cuerpo a partir del alargamiento máximo 

del muelle. 

 
 
1) En la figura 1 se representa el proceso: 

 

 

 
 

 

 

 

techo 

P 

suelo 

Fig.1 
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1) Estado inicial, tiempo t=0 

 

2) La plataforma se ha desplazado hacia abajo una distancia x1, todavía el cuerpo m está 

en contacto con la plataforma 

 

3) Cuando el alargamiento del muelle es x, el cuerpo y la plataforma se separan, en ese 

instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v hacia abajo 

 

4) Una vez separados plataforma y cuerpo, como éste tiene velocidad v hacia abajo se 

seguirá alargando el muelle hasta que la velocidad del cuerpo sea cero. 

 

En (1) actúan sobre el cuerpo dos fuerzas el peso mg y la reacción N1 que es la fuerza 

que ejerce la plataforma sobre el cuerpo, N1=mg 

En (2)  situamos un sistema de referencia sobre el cuerpo, por tanto este referencial es 

no inercial. Sobre el cuerpo actúa el peso, mg vertical hacia abajo, la fuerza elástica del 

muelle, kx1 ,  la fuerza con que la plataforma empuja al cuerpo, N2, y la fuerza inercial, 

ma. Estas tres fuerzas actúan en dirección vertical y hacia arriba. Para el observador no 

inercial, se cumple: 

 

maNkxmg 21 ++=  

 

En (3) el cuerpo está justamente desprendiéndose de la plataforma y en ese instante cesa 

la fuerza entre el cuerpo y la plataforma, y se cumple: 
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k
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xmakxmg

-
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En ese mismo instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v = at. Ambos   se 

han movido con movimiento uniformemente acelerado y ha recorrido la distancia x 
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1
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2) En (4) el cuerpo alcanza el máximo desplazamiento xm  y su velocidad es cero. 

Tomamos como nivel de referencia de la energía potencial la posición que ahora ocupa 

el cuerpo e igualamos las energías en (3) y (4). En tres existe energía elástica del  

muelle, energía potencial gravitatoria y energía cinética, en (4) energía elástica 
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Sustituimos x y v por sus respectivos valores: 
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Resolviendo la ecuación de segundo grado 
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De las dos soluciones de la ecuación debemos escoger aquella que haga  xm>x 

Si ( ) aa2ga >-  debemos elegir el valor positivo 

 

( ) ag2a2gaa2gaaag2aa2ga 222 >Ý>Ý>-Ý>-Ý>-  

 

Como es cierto que g es mayor que a, elegimos la raíz positiva 

 

( )( )ag2ag
k

m
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3) A partir de la posición de máxima elongación el cuerpo efectuará un movimiento 

vibratorio armónico, siendo su posición de equilibrio cuando el peso iguale a la fuerza 

elástica 

k

gm
xkxmg oo =Ý=  

 

xo es el alargamiento del muelle respecto de la posición (1) de la figura 1. Si L es la 

longitud natural del muelle la posición de equilibrio dista del techo L+xo. 

La amplitud del movimiento es: 
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m
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El periodo del movimiento:   
k

m
ˊ2T=  
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61.-Se considera a la Tierra y a la Luna en un mismo plano respecto del 

Sol. Dibujar el movimiento de ambos tal como los ve un observador  

situado en el Sol. 

Distancia Tierra ïSol 1,49.109 km , distancia tierra Luna 3,8.105 km 

 
La Tierra describe aproximadamente una circunferencia respecto del Sol a lo largo de 

un año. La Luna describe alrededor de la Tierra una circunferencia a lo largo de un mes. 

Sobre el Sol tomamos unos ejes coordenados fijos  tal como indica la figura 1. 

 

 
 

 

 

 

Suponemos que en el tiempo t=0 la situación de la Tierra y de la Luna es la indicada en 

la figura.. Un tiempo después t , La Tierra ha descrito el ángulo q1 y la Luna un ángulo 

q2. 

tɤɗ 11 =  

 

Teniendo en cuenta que la  Tierra tarda 12 meses en describir una circunferencia, se 

deduce que  

mes

rad

6

ˊ

12

ˊ2
ɤ1 ==  

 

Las coordenadas de la Tierra respecto de los ejes XY son las siguientes: 

t
6

ˊ
senRtɤRsenɗsenRY

t
6

ˊ
cosRtɤRcosɗRcosX

11T

11T

===

===

 

La Luna describe respecto de la Tierra una circunferencia al cabo de un mes, su 

velocidad angular es. 

mes

rad
2ˊ

1

ˊ2
ɤ2 ==  

 

Las coordenadas de la Luna respecto de los ejes X´Y´ son: 

 

Fig.1 
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El vector rRP
CCC
+=  y sus coordenadas respecto de los ejes XY son: 
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En un mismo gráfico representamos la trayectoria de la Tierra que es una circunferencia 

y la de la Luna. Dado que el coeficiente del primer término de las ecuaciones anteriores 

es mucho mayor que el segundo y lo que se pretende es comparar las formas de las 

trayectorias de la Tierra y de la Luna vistas desde el Sol, lo que hacemos es representar 

las ecuaciones siguientes 

t2ˊsen38.10t
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+=A

 

 

La representación se ha hecho durante un periodo de tres meses. 

De esta forma es posible apreciar el movimiento de la Luna, que unas veces se 

encuentra más lejos  del Sol y  otras más cerca, y además se observa cómo corta a la 

órbita de la Tierra 
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62.-Una partícula efectúa un movimiento vibratorio armónico a la largo 

del eje x, siendo la posición de equilibrio x=0. En un determinado 

instante la posición de la partícula es xo= 25,0 cm y su velocidad vox=100 

cm/s. Determinar su posición y velocidad cuando hayan transcurridos  t= 

2,40 segundos después del instante anterior y la longitud recorrida por la 

partícula en ese tiempo. Dato w =4 s-1. 
 

Las ecuaciones generales del movimiento armónico son: 

 

( ) ( )jj +==Ý+= tɤɤcosA
dt

dx
vtɤsenAx  

 

Designamos con t=0 el instante en que la partícula  posee la velocidad vox y la posición 

xo. 

 

Las ecuaciones anteriores para t=0 son: 
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Sustituyendo estos valores en las ecuaciones generales resulta: 
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63.-Una plataforma se desplaza en dirección vertical según la ecuación 

y=A (1-cos w t), siendo A = 0,5 m y  w = p s-1. Sobre la plataforma está 

situado  un cuerpo de masa m= 1 kg. 

a) Determinar la trayectoria, velocidad y aceleración de la plataforma. 

 

b) Calcular la fuerza N con que la plataforma empuja a la masa m. 

 

c) Calcular el valor de A mínimo para que desaparezca el contacto entre 

m y la plataforma. 

 

d) Si A = 1,8 m, calcular en qué lugar de la trayectoria de la plataforma 

cesa el contacto de m con ella. 

 
Si tenemos en cuenta las relaciones de la velocidad v y aceleración con y  
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Ahora representamos los valores de y , v y a frente al tiempo 
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Al analizar las gráficas deducimos que la plataforma se desplaza  hacia arriba y hacia 

abajo siguiendo un movimiento periódico s2
ɤ

2ˊ
T ==  

siendo la distancia máxima 1 m. La velocidad es nula en los extremos de la trayectoria y 

máxima en el centro y la aceleración es máxima en los extremos y nula en el centro. En 

el esquema de la figura 1 se indica los sentidos de la velocidad y aceleración. 

 
 

 

 

 

En la posición A la velocidad es nula y la aceleración máxima en sentido positivo. De A 

a B la velocidad aumenta y la aceleración disminuye en módulo y su sentido es positivo.  

 

En B la velocidad alcanza su máximo valor y la aceleración es nula. 

 

Entre B y C la velocidad disminuye (siendo positiva) y la aceleración aumenta en 

sentido negativo. En C la aceleración es máxima y de sentido negativo y la velocidad es 

nula. 

 

Entre C y B la velocidad aumenta (siendo negativa) y es máxima en B, de Ba C 

disminuye hasta anularse en A. La aceleración entre C y B es negativa y disminuye  

haciéndose nula en B, luego entre B y A aumenta en sentido positivo y es máxima en A  

A partir de 2 segundos el ciclo se repite. 

y=0 

1 m 

A 

B 

C 

0,5 m 

+ 

Fig.1 
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b) Si escogemos una situación de la plataforma entre A y B cuando se desplaza en 

sentido positivo, las fuerzas que actúan sobre la masa m están representadas en la figura 

2. 

 
 

 

Se considera un sistema de referencia ligado a la masa m y por tanto no inercial, por 

esta razón se incluye una fuerza de inercia. 

 

t3,14cos3,140,59,8tɤcosɤAgtɤcosɤmAmgFimgN 222 ÖÖÖ+=+=+=+=  

 

Si en la ecuación anterior damos valores a t y hacemos la representación gráfica 

obtenemos la gráfica siguiente  
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Teniendo en cuenta que N siempre es positivo de deduce que la masa m siempre 

permanece sobre la plataforma. 

 

c) Si desaparece el contacto entre m y la plataforma el valor de N es nulo.  Fijándonos 

en la gráfica de N frente a t se deduce que este hecho tiene lugar es en la posición 

superior ya que entonces la fuerza de inercia y el peso tienen la misma dirección y 

sentidos contrarios. 

N 

mg 
Fi= ma 

Fig.2 
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La representación gráfica de N frente a t para esta situación es la siguiente 
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d) Utilizamos la ecuación  

0,55
ˊ1,8

9,8

ɤA

g
tɤcostɤcosAɤg0FimgN
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Ö
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Llevando el valor del coseno a la ecuación  de la posición resulta: 

 

( ) ( ) m2,790,5511,8tɤcos1Ay =+=-=  

El tiempo para que ocurra el suceso anterior es: 
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La gráfica de N frente a t es la siguiente: 
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64. En el sistema de la figura inferior las masas son iguales y el muelle 

está  comprimido una distancia x respecto de su longitud natural en 

posición vertical. Ambas masas están unidas mediante una cuerda. 

Si se rompe la cuerda, determinar a partir de qué valores de x la masa 

inferior que está apoyada sobre el suelo salta de éste. 

La constante elástica del muelle es k. 

 

  
 

En la figura 1 indicamos una marcha del proceso. En 1 el hilo que mantiene unidas a las 

masas se rompe, el muelle comienza a estirarse y en 2 adquiere su longitud natural, en 3 

el muelle se estira más que su longitud natural, la masa m inferior sigue pegada al suelo 

y la masa m superior tiene una cierta velocidad vertical dirigida hacia arriba    

 

  
 

 

 

La energía almacenada en 1 vale   

La energía en 3 es: potencial respecto del suelo + energía elástica almacenada 

en el muelle estirado =  + energía cinética de la masa m superior =  

De acuerdo con el principio de conservación de la energía: 

 

      (1) 

 

Fig.1 


