1.- Una plataforma circular de masa M = 360 kg y radio R puede girar
libremente alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro. En
el instante t=0, dos personas cada una de masa m = 60 kg se encuentran
situadas en sendos extremos de didmetro de la plataforma. Ambas
personas y la plataforma estan en reposo en el instante t=0. Si ambas
personas se desplazan en el mismo sentido que avanzan las agujas de un
reloj con velocidad constante, cuando hayan recorrido una vuelta
completa respectde la plataforma, determinar el &ngulo que han girado
respecto de un observador inercial que esta fuera de la plataforma

El sistema plataformpersonas constituye wistema aisladoy ello conlleva que el
momento angular se conserve. Si las persondeg@azan en el sentido de las agujas
del reloj la plataforma debe girar en sentido contraria gae el momentangular total

sea nulptal como lo era en el instante t=0.

Designamos corw la velocidad angular de rotacién de la plataforma respecto del
sistema inercial exterior y v la velocidad lineal de las personas respecto del mismo
sistemal.a velocidad v de las personas es igual a

v=y,R
Siendow, la velocidad angutade las personas respecto del observador inercial.

La conservacién del momento angular establece que

, dd
omRy,R=lv ¥ 2mR?—r=lyrzd
adt 2 dt

Si el angulo girado por la plataformaids las personas deben haber girado una vuelta
mas betaa=2p+b

2" +b -b

~ ~M . M . 360
d = d Y 2" +b=-—bY 2 +b=-
(r)-‘]p ol Em P am

360 by 2 4p=-3py
4* 60 2

4 4. _6.

b=-il’=-—*180°=-144° Y U=2--"=="=216°
5 5 5 5



2.- La densidad de un planeta, de radio R, depende de su distancia al
centro del mismo segun la ecuacion

} =)o-kr

Siendo r la distancia desde el centro del planeta al punto considerado. El
valor en la superficie del planetase¥s del valor maximo de la
densidad.¢ A qué distancia del centro del planeta la intensidad del campo
gravitatorio es maxima?

La densidad maxima es y ocurre cuando r = 0,. Cuando r =R la densidad es un cuarto
dero
1 . ’ 34,
Z;o =}o-kR Y k==Y =}, - ZEr

La intensidad del campo gravitatorio a una distandel centro del planeta vale

_GM

g
r r 2

Siendo M la masa comprendida en una esfera de radBmnsideramos una capa
esférica de radio | y espesor dl, siemdb, la masa de esa capa esférica es

dM=dv*), =4 Pd*g. - S48
g 4R =
Para hallar la masa M hemos de integrar la anterior expresion entrercero y

r a Jo @ 3 4,4
M = |2§ 230Gy =q, T_.glol
0 g O 4R O 03 R 4
El campo gravitatoriose
4 4,7 3.4,
C— 7 R 84 32
= =G r- —
O r2 4"&% 4R Y

Para hallar la distancia r a la cual el valor de la intensidad del campo gravitatorio es un
maximo, derivamos la expresion anterior con respecto a r e igualamos a cero

dg , a4 3rjp - 4  3r
9 _g M8 0 v 22T R vV o=
dr o2 oRO 3 2RO

R

©ol o



3.- En un contenedor se mantieria altura del agua constante H. Por un
orificio situado a una altura HB surge el aguala cual alcanza una
cierta distancia del contenedofe pi@ a que altura se debe practican
orificio igual para que el agua alcance la misma distancia del
contenedo.

De acuedo con el teorema de Torricelli la velocidad de safidbagua esta dada por la
ecuacion

2gh
Siendo h la altura desde el centro del orificio a la superficie libre del liquido. Si
aplicamos esta ecuacion al primer orifi@n¢émos

= 203k - 1n8=2 "9
o 3 = 3
Las ecuaciones del chorro de agua en el aire son:

Hg 1 1 .,
x:vt:Z‘/—t ; =—H- —qgt
3 y 3 Zg

Cuando y=0, el alcance del chorro es:
O::_LH_lgtg1 Y ta: 2_H ' _2 2_H_2\/_—H
3 2 39 \ 3

Designamos con h la altura del otro agujero respecto del suelo y cémo ha dardécanz
misma distancia, podemos escribir

2\/_H tYN——H— 29(H- hlt, ; y:O:h-%g(t'a)2

De ambas ecuaciones

2 2
Z‘EH =J/29(H- h)/ 8H =2(H- h)2h v 2'; =Hh- h?

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

2
Ho H2_8H e H
_ 9 _ 3 o _2 _
h= 5 =— \4 h—§H y h==H
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4.- Un bloque de peso P se encuentra en reposo sobre un suelo
horizontal, sendo el coeficiente de rozamiento estatmoSobre el bloque

se aplica una fuerza F que puede formar con la horizontal cualquier
angulo agudob. Calcular la fuerza minima que se precisa para iniciar el
movimiento del bloque y el valor del angulo.

El diagama de fuerzas que actua sobre el bloque es el siguiente

P=N+Fserbh —» N = Pi Fsenb

Fcos b= m N

Fcos b =Prirse(b) ;

F(cos fmsenb) =mP

F= e P
cod +¢ serb

(1)

Para calcular el valor minimo de F derivamos F con respecto a la vérelgalamos
a cero.

a- Q . .
d—F=8 serbre ¢ 28528 Y -seib+e c 0 sYO tagp=¢
db ~ cobh+e s LD
. 1 - 1 1
serfb+cosb=1 Y tagb+1= Y cobH= =
cosb Jl+tagth  J1+g?
sefb+cogb=1 Y 14+—— =—1 Vv se= 1 -1 __E
tag’b sertb 1 1 \/1+32
1+ 1+~
tag’h g?
Sustituyendo en la ecuacion (1)
e P e P

F. = =

min 1 g2 W

+
Jl+e?  (fl+g?
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5.- Desde un terreno plano que forma con la direccidon horizontal un
angulo a, se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba formando la
direccion de la velocidad icial un angulo & con la horizontal A)
Calcular el valor deb para que el cuerpo permanezca en el aire el mayor
tiempo posible b) Lo mismo para que el alcance sea el mayor posible.

a) Las ecuaciones del movimiento del cuerpo en el sistema de referencia que se indica

Y

e e

en la figura son:

X = Vo (cosb) t
1
Y = Vo (senb) t-Eg 2

Supongamos que cuanuu ei uernpu L es el mayur pusible el impacto del cuerpo con el
suelo tiene de coordenadas®xya, ambas coordenadas relacionadas por

'ya = Xa tag a

X

a

=v (cod)lt ; y,=-x, tagd=v_(serb)t- %gt2 Y

Y -v,(cod)t tagl=v_(sem)t - %gt2 Y t= 2;" (seb + tagd cosh)

El tiempo mayor psible ha de cumplir que su derivada con respebteea cero

dt 2v - . . . 1
=—2(codh- tagdsed)=0 Y tadJ*tacgh=1 Y tach=——
- ( dU serb) g tagh D=

Los angulos complementarios tienen el seno de uno igual al codskoivo y viceversa,
por tantg sus tangentes cumplen la relacién anterior, lo que quiere decir

b+U=90°
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b) Para buscar la condicién de alcance maximo la forma de operar es semejante a la

anterior
'ym = Xm taga

X, =V

m (o]

(codb)t ; vy, =-x,tagd=v, (sem)t- %gt2 Y

ax

Y -tadJ=tacp-

214
29

Y -x,tagd=v,(ser)
Oco &,co

2 v coszb

Xm ; _ 2_\/5 . )
vcoszb g(tawﬂagb) Y Xy = g (tagu cos’h + tagh co§b) Y

Y x

- 2 (tagd cogb +ser cos)

m

El alcance mayor posible ha de cumplir que su derivada con resfesta&ero

dx

m —

db g

2v2 . .
—°( tagl* 2cod serb - serfb + co§b) =0 Y

Y -serfb+cosb=tag)*2cob sed Y - serfb+coshb=tag)*sen2b Y

1- 2sertbh 5 v cos 2b

Y -serth+|l- serfb)=tadJ*sen2hb Y — =" " =ta
( ) QU sen 2b ¢ sen 2b

= tagJ

taga:iv Y 2b+U=90°
tagJ
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6.- La fotografia del espectro del Sol para la linea amarilla£{5890.A°)
se encuentra desplazada08A& segunel borde del Sol del cual provenga
la luz. Calcular la velocidad lineade los puntos dekcuador del Sol
debido a su movimiento de rotacion

Consideramos a la Tierra fija, donde se ret@bmtografia, y el Sol rotandda luz de
un borde del Ecuador se acerca a la Tierra y la del borde opuesto se aleja.
Segun el efecto @ppler, las frecuencias registradas son respectivamente:

3 - C C3 ” 3
Y — ;
Ve / C- Vg 1+£
c c

Restando los inversos de las ecuaciones anteriores

C3
C+V,

v &=
/

1_ A1 18 o &8 g
’ E%-VF C+VF§ g a?tz-vﬁg

Hacemos & &=&° y c-vZ°c?

P |-
@\

* 10
v, = c pa 310 0,08.12 _o0100 M
2 > 2*5890.10 S
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7.- Un recipiente de volumen V se conecta a una bomba de piston cuya
camara tiene un volumen V’La presion inicial del recipiente es PSe
pide el niumero de emboladas que hay que efectuar para que la presion
del recipiente se reduzca P. La variacion de temperatura se considera
despreciable.

Cuando la bomba aspira el volumen inidialdel recipiente aumenta a V+Vy por
consiguiente la presion disminuye a Pespués de la aspiracion las vélvulas funcionan
para que el aire contemickn la camara de la bomba salga al exterior.

La presion en el recipiente es:

, - PV
+ = Y =
p1 (V+V') = PV p, VIRV

Si ahora se efectla una segunda embolada, la presiéon disminuye a p

“ . _pv _ &V o
V+HV) =pV Y =_nY _p
P2( ) =p1 P, VIRV ga?/—+ v

Al cabo de n emboladas

a Vv g P a Vv ’ P
P =P o Y log— =nlo Y n=—F—
v MRSV AV g

o



8.-Dos cilindros se encuentran inicialmente situados como indica la

figura.
De forma suavese desplaza el cilindrc
inferior hacia la derecha y asi comienz
a deslizar por la accion del cilindrc
superior que actla en contacto con e
inferior y con la pared vertical. Se
admite que no existe ningun rozamient
entre las superficies que estén ¢
contacto. Se pide la velocidad final gt

\ alcanza el cilindro inferior

A medida que desliza el cilindro inferior hacia la dereehauperior mientras esté en
contacto corgl, sigue empujandolo y haciendo que su velocidad aumente, por tanto,
ésta adquirira un valor maximo y a partir de ese momento lodro$irdejan de estar en
contactg ya que si siguiesen en contacto la velocidad aumentaria alin mas y eso no es
posible poque hemos llegado al maximo valor de ella.

En la figura de la izquierda se representan
cilindros en la situacion inicial y cuando t
transcurrido un cito tiempo. R representa ¢
LT radio de cada cilindro, inicialmente |
distancia entre sus centros de masa es 2F
S Y y cabo de un cierto tiempo, el cilindro super

ha descendido una altura y mientras que
inferior ha sufrido un desplazamien
horizontal x. Se ha dibujado un tridngul
rectdngulo cuya hipotenusa es 2R, el calf
contiguo x y el opuesto 2R

A

!m
72

N
L.
e
\
\W}
']
n
RS
7/
Vi N
.
1
1
1
1
1 e
.

En este momento el cilindro superior posee una velocigaurigiaa hacia abajo y el
cilindro inferior una velocidad xvdirigida hacia la derecha. Dado que no existen
rozamientos|a energia cinética que han adquirido los cilindros proviene de la pérdida
de energia potencial del cilindro superior.

%mv§+%mv§:mgy Y vi+vi=2gy (1)

Volviendo al triangulo de la figura

Y y=2R(-sen) ; coddJ=—— Y x=2Rcod



1C

, =dy_dy,d0_d(Rl1- sed), d0_, o, dU
Y dt dU dt du dt dt

Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones resulta:

v,cod)=-v ser)
Sustituyendo en la ecuacion (1)

vZ +v2 zzioz 2gyY v, = % =2gy selY v, =.29(2R[1- sen)sery
1+ =
serfU

Para calcular el valor maximo de respecto del angula, derivamos e igualamos a
cero

v, = J4gR(1L- ser))* codJ+senU—. 4gRcosU __5 v

d 2./4gR[1- senU)

8gR(1- senU)* cosl- 4gR ser cos) P

- 0 v 2f1- senUkosd=senlU codd¥
21/4gRtl- sen Uj

Ce

Y

Y 2cosU- 2setJcodd=seiJcodJ Y 2cod)=3set) codJ Y serJ=

5. 20,2_2 [4gR
v, = [4gR%- S8x£=< |55
TV 32373 3

win
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9.- Una varilla uniforme de longitud L desliza con velocidad v por un
suelo horizontal sin rozamiento. La varilla encuentra que a partir de una
linea M el suelo presenta un coefante de rozamientarconstante

La varilla penetraen ese suelo y se detie al cabo de un cierto tiempo
guedando una parte de ella en el suelo sin rozamiento, tal como indica la
figura inferior.

M

Determinar el tiempo que emplea larilla desde que llega a lariea M
hasta gue se para.

Cuando la varilla desliza por el suelo sin rozamierds fuerzas que actdan son el peso

en direcciorvertical al suelo y hacia abajo y la fuerzamak con que el suelo empuja a

la varilla , vertical y hacia arriba, la suma de ambas fuexzasla y la varilla mantien
suvelocidad constante.

Cuando penetra en e suelo con rozamiento aparece una fuerza horizontal de rozamiento
en sentido contrario a la velocidad. Esta fuerza de rozamiento vale.

F=¢ M

Siendo m el coeficiene de rozamiento YN la fuerza de reaccién del suelo con
rozamiento sobre la varilldN aumenta a medida que la varilla penetra en el suelo con
rozamiento. Si la varilla ha penetrado una distancia x en el suelo con rozamiento

N:mx Y FR:ﬂ Y FR:kX
L L

En consecuencia, la fuerza que frena a la varilla es directamente proporcional a la
longitud de varilla que ha penetrado en el suelo con rozamiento. Esta situacion es la
misma que cuando un movil efectia un movimiento armopicse desplaza des la
posiciin de equilibrio hacia la maxima elongacion y cuando alcanzasésteelocidad

se anula. Aqui la varilla al llegar a la linea M lleva una velocidad v, al penetrar aparece
la fuerza de rozamiento y se para hasta frenarse, por ¢éguiivale a un tiempo den

cuarto de periodo en el mOvimiento vibratorio armonico.
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10.- De acuerdo con la teoria de la relatividad un cuerpo formado por la
adicion de masas, m n € mn, Su masa es inferior respecto a la suma
en una cantidad

donde LE es la eneréa de enlace dnergia que se ha de suministrar al
cuerpo para separar las masas individuales que lo componen) y c es la
velocidad de la luz

Calcular Om para la Tierra, admitiendo qu&E solamené corresponde a

la energia gravitacional. Admitir que la Tierra es una esfera de densidad
constante.

Para realizar el calculo vamos a suponer que desde el infinito traemos capas esféricas de
espesor dr, las cuales las vamos apilando, hasta formar uraacesfe radio final es el

de la Tierra. En un determinado momento la esfera que ya hemos formado tiene un
radio r y sobre ella y desde el infinito traemos una capa esférica de radio r y espesor dr.

gl
JJ

D Gha B infinito === ---- > dr

La energia neesaria para realizar el proces® sumar la capa esférica a la esfera r , esta
dada por

dE = dm*( Potencial gravitatorio de partida menos potencial gravitatorio de llegada)
siendo, dm la masa transportada , esto es , la masa de la capa.esfeéri

El potencial gravitatorio en el infinito es cero y en la superficie de la esfera de radio r

V=-—
r

Siendo m la masa de la esfera de radio r

dm=4" r? dr ; m:g' %

& _4..0

& G- :ﬁO N !
dE=4" ry dreg+ 3 0=G(4 i) dr

x r 0

S 0

¢
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Para construir la esfera de radio igualdal la Tierra, hemos de sumar los trabajos
anteriores desde que el radio inicial es cero hasta que alcanza el valor R

ROy fer (o Fre
E—QGTdr—GT 1)

La energiaanterior seria la que necesitdsemos para destruir la esfera terrestre llevando
capas de espesor @rinfinito.

4
i ﬁj
_~M__.3 ;. _ 39
g_GRg_G R2 Y :"_4, )
Sustituyendo en (1)
& 39 §
4)VG*e > _gR°
E:( ) ¢4 GR+ _3¢°R°
15 5G
2p3 * 2 % 3
e 3R _ 3798 (6370.1¢°)  25.10%g

5GC°  5%6,67.10%* (3.10°)
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11- Un cubo de arista a, se apoya sobre dos varillas Ay B dispuestas
horizontalmente con una distancia entre ellas igual a la arista a del
cubo. Siel coeficiente de rozamiento es 0,2, para qué valores del angulo

a el cubo puede mantenerse en equilibrio.

La posicion de equilibrio mas estable del cubo es cuandd5°. En la figura superior

el cubo aparece desplazado y si no hubiese rozanterderia a girar en el sentido de

la flecha, esto es, en sentido contrario a las agujas del reloj, hasta alcanzar la posicion
de 45°. En esa situacion se han dibujado las fuerzas que actian sobre el cubo.

Si desplazdsemos el cubo hacia la derecha lazafiele rozamiento tendrian sentido
contrario a las dibujadas en la figura y el cubo de no existir rozamiento se desplazaria
en el sentido de las agujas del reloj

Si el cubo esta en equilibrio se cumple que la suma de las fuerzas sobre el eje X es nula
y el momento de las fuerzas respecto defroedre masas, C.M.también es nulo.

- Fsed+ N,codJ- N,serJ- F,,cod)J=0Y

Y N,codd=F,seJ+N,serJ+F codd (1)

Los momentos de las fuerzas dirigidos hacia dentro del papel se consideran positivos y
hacia fuera negativos.

a . & @ a a ag v
FRlE_ ngi'z" p12+ FRZE_ Nz?z } 5220 Y
Y OF,2- N8 - aselB+F,2- N9, - 28=0 ¥
2 (;2 + 2 c 2+

Y Fa+Fe =N,[1- 2 se))+N,(2cod)-1) (2

Los valoredle las fuerzas de rozamiento sof;, ¢e N ; F;,¢e N (3)
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De la ecuacién (1) se deduce:
N, =Ftagd+ N,tag)+F,, Y Fytag)+F,, =N, - N,tagJ (4)
A partir de las ecuaciones (3)

Fytagdte NMad) ; F,te N Y Fytadl+F, ¢&(Ntagl+N,) (5)

De las ecuaciones (4) y (5)

e(Ntagd+N,)2 N, - Ntagd Y & Ntagd?2 N, - Nytagd-e N Y

Y & Ntagd- N, 2 - N,(tagd+e)Y Nl(l- € tagj)d: N,(tagd+e) VY

. N . . 1- J N
1- ¢ taglt ~2 (tagi+g)y e AP N g
N, tagu+e N,

De las ecuaciones (3) Fy, + F, ¢ (N, +N,) (7)

De las ecuaciones (7) y (2)

(N, +N,)2 N,(1- 2 serd)+N,(2codl- 1) Y

Y e N- Nl(l- 2 serfJ)2 N,(2cod)- 1)- ¢ NY &-1+2 sen)? %(ZCOSD- 1-g)V
1

v e-1+2 serU2 &

> (8)
2codJ-1-¢ N,

Comparando las ecuaciones (8) y (6), se deduce que

£-1+2 seiJ, 1- ¢ tagJ
2cod)-1-¢ g +tadld

(9)

La inecuacion (9) se resuelve mediante la hoja de c&culorma grafia.
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1,8 l

1,6 — "
= brimerog
1,4 segtmdo—"=

1,2 i

0,8 —

0,6 >
0,4 ¥
0,2 4

0,2 20 30 3 40 4

primero y segundo miembro de
©)
L

-0,4

angulos en grados

Aproximadamente a unos 36° se igualan los valores del primer miembro con el segundo
y a partir de ahi el primero es mayor que el segundo tal como exige el problema. Si se
precisa algo mas el calculo resulta que

angulo Primer miembro | Segundo nembro
36,1 0,9075 0,9198
36,2 0,9188 0,9166

Entre 36,2y 45° hay equilibrig en el intervalo 486,2 = 8,8°y si el cubo se sitla
desplazado para que gire en sentido de las agujas del reloj hay equilibrio entre 45° y
53,8°. En total hay edibrio desde 36,2 ° a 53,8 °.
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12.-Dos cilindros idénticos, de radio R, estdn en reposo sobre un suelo
horizontal. A uno de ellos se le aplica una fuerza F en su centro y al otro
en la periferia, tal como indica la figura inferior

El coeficiente de rozamiento de los cilindros con el plano es el migmo
Se pide calcular la fuerza maxima F que puede aplicarse a cada cilindro
sin que se produzca deslizamiento y las aceleracia®sus centrosle
masas.

Sobreel primer cilindro actian las fueizque se indican en la figura 1

F = Fuerza aplicada
Fr = fuerza de rozamiento
7T Peso del cilindro, P = mg

Peso = mg

Fr

Fig.1

Las ecuaciones del movimiento del cilindro para la traslacion y rotacion son:

F- R =ma
FR*R=10
a., =UR

La ultima ecuacion se cumple siempree el cilindro no deslice. Si se aumenta el valor

de F la aceleracién del centro de masas aumenta y también la aceleracién angular por lo
que kR debe aumentar. Ahora bien esta fuerza de rozamiento no puede aumentar
indefinidamente sino que alcanza unovahaximo k= mmg que se corresponde con

un valor maximo de F =k« , Yy el cilindro rueda sin deslizar. Si F supera ese valor
maximo entonces se mhoce rodadura y deslizamiento.

Sustituyendo efas ecuaciones anteriores resulta:
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Frax - € Mg =ma
) ¢ 1 2 4 Gcp
e mg*R=1U Y amg*RzimR *? Y ay=2¢9
a.,, =UR
Sustituyendo la aceleracion hallada en la primera ecuacion
F.=2me g+& mg=3c mg

Para el segundo cilindro las fuerzas se indican en la figura 2.

F

__________ Fr

Peso = mg

Fig. 2

Aqui la fuerza de rozamiento actia en el sentielombvimiento del centro de masas.
Veamos el porqué. F yrRctian creando una aceleracion hacia lectierde valor

F+F =ma

El momento de la fuerza F tiene sentido contrario al de la fuerza de rozamiento, El
momento de F crea una acet@ém angular para que el cilindro ruede hacia delante,
mientras que el momento de $e opone a ello.

(F- R)*R=10

Si la fuerza k actuase en sentido contrario a como lo hace estariamos ante una
situaciéon paraddjica, los dos momentos de anfilbrzas tienden a hacer rodar hacia
delante el cilindro, pero larFse opone a las traslacion del centro de masas.

Cuando la fuerza de rozamiento alcance su valor maximoniing , la fuerza aplicada

F es la maxima.

F..x T€ Mg=ma

Restando las ecuaciones anteriores
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2 mg:%ma Y a=4eg

F.=ma-& mg=3c mg
Si la fuerza de rozamiento actuase como en le caso 1, las ecuaciones serian

F-F,

ma
(F+F.)"

=1U

m
Co~— 11

R

R

a'CM
Operando con estas tres ecuaciones

Frax - € Mg=ma

lmR2*E 1
Fax T€ mg:—2 R - Zma
R 2
De ambas ecuaciones
28 mg:-%a Y =-4g ¢
F.=-3 mg

Segun la primera ecuacion el cilindro rodaria en sentido contrario a la fuerza aplicada.
Lo logico es admitir que la fuea de rozamiento actia como hemos supuesto en la
figura 2.
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13.-Dos abalorios iguales de masa m y carga q pueden deslizar sin
rozamiento por dos barras no conductoras. Ambas barras estarelen
mismo plano vertical formando un anguloa con la horizontal.
Determinar a qué altura por encima de la horizontal pueden elevarse
ambos abalorios. Inicialmente se encuentran a una distancia L entre si y
a una distancia | de los extremos de las barras, tal como indica la figura
1.

Fig.1

a) Suponemosjue los abalorios se desplazan hacia arriba una distancia que es inferior a
|, 0 en otras palabras , que no abandonan las barras.

Fig.2

En el equilibrio reencuentran a una distancia S hisseelevado una altura h sobre la
horizontal. Los abalorios han ganado efergotencial gravitatoriarespecto de la
posiciéon inicial yesta ganancia es debida pérdida de energia potencial eléctrica de

las cargas
2

__ 9 al 1g
2mgh = - - =0
RRVNVE- S
De la igura 2 se deduce:
S=L+2x=L+ 2h

tag U
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a Q
omgh = q° %_ 1 8 q2 a1l tagJ 0_ ¢’ 2h
408 | 2h0 & ﬁ LtagJ+2h8 4 U, LtagU+2h
e 0
C tagl =
AP g’ ' q°
Y Ltagd+2h=—"—— Y h:—-—ta 1
¥ 7 mgl] & matl dJ (D)

Veamos cual es la condicidon para que los abalorios no se salgan de las barras. El limite

viene determinado porque los abalorios recorran sobre la barra la longitud I. En este

caso h esggual a | sera
2

I serfJ—q—- —tagd Y ¢ ¢\/8’ mgt) 3 sen3+£tag38
8 mgl 2 C 2 +

Si g es mayor que la mtuadrada de la expresion anterior los abalorios abandonan las

barras con una velocidad y una vez fuera de las barras describirAn un movimiento

parabolico Para que esto ocurda suma de las energipetencialegyravitatorias mas

las cinéticasde ambos abaloriodeben ser iguales a la pérdida de energia potencial

gravitatoria al llegar a los extremos de las barras

& 2cosU @
A E%_(L + 2 cosU)8 2g! set

La altura que alcanza un abalorio cuando abandona ka\aare dada por la expresion
que determina la altura maxima en un movimiento parabdlico

1 q2 %1 1 8 q2 01 1 ~
2* Zmv? +2mgl set= ——- = - 9= & _gV
2 J YOI Asedd 4 oL L+2l cod?
C tagd =
qZ
m

€ g° & 2cosU 9§

2glse *serfU
H_vzserfU_g4 mU 0(%_ L+2IcosU8 g rUu v
- 29 29
2 o ~
Y H %_ 2lcosy gserfu lsen*U
8mg o(; (L +2lcos))?

La altura total respecto de la posicion inicial es:

2lcosa
(L +2lcos’)?

h,,. = lserJ+ g %_ 8* serfU-1 serUY
¢

q®> Aalcosa serfU 0

Y h,_ =lsenJ co§U+
total = ?L(L + 2IcosU

0
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14.-Un prisma cuya seccién principal es un triangulo isoscetis base a
y angulo 2a = 160°(ver la figura) posee un indice de refraccion n =1,5 .

Un haz de luz, cuya anchura eSD:%a, y potencia P =8000 Wa cual

estd distribuda uniformemente sobre el hazncide sobre el prisma
Dibujar la gréfica de la fuerza F que actia sobre el prisma en funcion de
X , siendo x la distancia en horizontal que existe entre el vértice A del
prisma y el centro B del haz luminoso. Calcular el valor maximo de F.
Considerar que el haz luminoso penetra por enteno € prisma y por
tanto se desprecianas posibles reflexiones.

«---- b: —————— >
M\
R —— af-—-mmmmmm - >

Vamos a dividir el prisma en dos partes simétri€aculemos el angulo con el que un
rayo sale del prisma, tal como indica la figura inferior

9 O&

Por la ley de Snell 1*serf90- U=15se Y b=6,6478

En el triangulo ABC U+b+(90+0)=180 Y U=90- U-b
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Por la ley de Snell 1,5*se{90- U-b)=1* sem Y sem=0,0877

. . . E .
Un foton con energia E posee un momento lineal.De la figura 1 se deduce que un
c

fotdn que incida sobrka parte derecha deprisma cambia su direccién, teniendo una
semn

componente en direccion horizonyadlirigida hacia la izquierda

E co

c
Sobre la parte izquierda del prisma un foton en posicién simétrica cmnlalfigura 1

E sem E co®

Cc c
La fuerza horizontal que aparece sobre la mitad del prisma derecho y didgidala
izquierda se anula con la fuerza horizontal que aparece en la mitad izquierda del prisma y
dirigida hacia la derecha. La fuerza neta horizontal sobre el prisma es cero. Esto ocurre
porque la mitad del prisma recibe la misma potencia luminosaaagigal mitad y se debe
a la situacion simétrica del prisma cuyo centro coincide exactamente con el centro del haz
luminoso. La situacién cambia si el centro del prisma no coincide con el centro del haz
luminoso, ya que entonces una mitad del prisma reséy®r potencia que la otra mitad.
En la figura 2 se representa el haz y la base a del prisma situada en distintas posiciones

Y otra en direccion vertical

tendria de compeentes +

RERRRy

«---- p=3/4a -
Ll L1511 | ix=o0
€ 3/8a »<* 3/8a

I A B A

Ll 1 1 & 1 1.1 Ix=1/16a

* 'é/éa'ix’*e,'/éé-'x”;
L L1 1AL 11 Ix1sa
378 arx=al, $/8 ax
i ! Fig.2
R S O 77
YA TN
| Ll '5' L1 Jx=3/8a
o AT
| Ll 1 1 &1 1 | |x=4/8a=al2
! o !
= =
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Cuando x =0 la potencia recibida por la parte izquierda del prisma es igual que la que
recibe la pee derecha , por tanto , las fuerzas horizontales son iguales y de sentido
contrario y su suma es nula , lo que indica F =0

Cuando x = 1/16ala potencia recibida por la mitad izquierda del prisma es mayor que
por la parte derecha. La fuerza es promorai a la superficie recibida

F= k§a§a+x§: k§a§a+%a§' F, = kZa%a- x8: kgaega- 1—16a§\'(

Y F=F - Fzzkla
8
Cuando x = 1/8a,

a3 0,83 .14 a3 0_,.a3_ 1 04
FE =kae-a+x0=kae-a+=-agF =kaea- xp=kage-a- —agyY
L =kegarxo=kegatpadk, skga- xo=kaga- o

) 1
Y F=FR-F=k,a

Cuando x = 2/8a,

a a3 0_,.al 1 G
F=k=: F =kaa- xo=kae-a- —aoY
P I S N R
Y F:Fl-Fz—kga
Cuando x = 3/8a,
a3 O 483 30 ¢
F=k=za ; F,=ka&a-xo=k&ea-—-ao=0Y
1 2 E}% 9 é% 89

A partir de 3/823, la fuerza disminuye ya que disminuye lague le llega a la parte
izquierda del prisma. Cuando x = 7/8a resulta que ya no le llega luz al prisma y por
consiguiente la fuerza es cero.

Representamos en el eje de abscisas x/a frente a la fuerza relativa al valor maximo

x/a 0 1/16=0,5/8 1/8 2/8 3/8 7/8
F/Fmax 0 1/4 1/2 3/4 1 0




1,2

0,8 //

0,6 f/
0,4

02
0 /

o

0,2

0,4

x/a

0,6

La fuerza maxima se produce cuando la mitad izquierda del prisrba heziy la mitad

derecha no la recibe.

La energia que recibe el prisma por unidad de IongitugEesy la que recibed mitad
—a

izquierda del prismé‘f* a_z P.
3a 2 3

La fuerza esta determinada por la variacion del momento lineal con respecto al tiempo

E.,sem 2 P
c__c _3 o _ 2%8000*00877
Pt c 3*3.10°

4

=1,56.10°N

25
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15.- Una membrana horizontal oscila armoénicamente a lo largo de un eje
vertical con una frecuencia f= 00 Hz. Calcular la amplitud de las
oscilaciones si unos granos de arena que estan sobre la memlsaltan
hasta una altura de de H 2 cm respecto de la posicion central de la
membrana.

Cuando la membrana esta en su posianicial de equilibrio, en la que la aceleracion es
cero, un grano de arena de masa m esta sometido a dos fuerzas sulpFapujede la
membrana.

En una posicién en que la membrana esta separada de su posicion de eqeasilta
gue existe una ateracion vertical dirigida hacia la posicion de equilibrio. Si analizamos
las fuerzas desde un sistema ligado a la membramages un sistema no inergids
fuerzas que actian estan representadas en la posicion 2 de la figural.

Fig.1

En la segunda posicién sobre el grano actian las fuerzas indisieda® E menor que
en la primera posicion. En al tercera el empuje se ha anulado y mgnwaFal cesar E
el gano puede abandonar la membrana, y esto ocurre cwlanaceleracion de la
membrana es igual a g. Si para la posiciéon de equilibrio la ecuacion del movimiento

armonico es y =A sen¥ t, la ecuacion de la velocidad es= Ay cosx t y la de la
aceleraciona=- A¥’seny t.

Cuando el var absoluto de la aceleracion sea igual a g, es cuando el grano puede
abandonar la membrana

Ar’seny t=g (1)

En ese instante la velocidad vertidal grano es:v =AYy cosr t

Debido a esa velocidad alcanza una altura respedtopesicion de la membrana cuando
la abandona iguat a

_ A*¥’cosy t
29

h

Respecto a la posicion inicial de la membrana

2 02
H=A sery t+ A5 COSY L o)

29



A partir de las ecuaciones (1) y (2)

2,04 2,72
H=A-9 + AY 9 AY 9
Ay’ 29 2 29 2¥?
4v?gH - 2g°
Y A= 2"y
¥

Sustituyendo valores

A J2* 4 2%100°*9,8% 2,102 - 9,87
4 2*100?

U=p?

=996.10“m®° 1 mm

27
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16.- Los compartimentos AB y CD de un tubo vertical estan llenos de aire.
Los extremos del tubo estan cerrados. Las partes BC y DE son de
mercurio y en la parte superior EF se ha ¢tigo el vacio. Las longitudes

de cada una de las partes son iguales a h. La presion en el punto A es p.
El tubo se gira cuidadosamente y adopta la posicion de las distintas partes
indicadas en la figura. Calcular la presion en el punto inferior F en
funcidn de p. Se supone que al darle la vuelta al tubo la temperatura no

Al

F
E
./D—
mercurio

v&
B
A

Bl

C1

|
D1 ¢
I

PP — > —>

F o=

inicial final

varia. Cuando el tubo se gira el compartimiento de aire AB pasa a ser
AiB1y el CD a GD;s.

Designamos con S la seccién del tubo .Los volimenes de cadadeintos
compartimientos de aire en el estado inicial son Sh..

Las presiones soreR 0 ; B = Poc=rgh ; B=Poct gh=P.=p=2 gh

Siendor la densidad del mercurio

Las presiones en las camaras de aire son p en ABy p/2 en CD

El aire contenido en la camara AB ocupa en la posicion final la camBid A presion
ahora en esta camara esTeniendo en cuda que la temperatura no ha variado se
cumple, de acuerdo con la ley de BeMariotte

pSh=p,Sx Y ph=px (1)

La camara de aire CD tiene una presion p/2 y al volcar el tubo pasa @DseP@esto
gue el tubo no ha variado de tamafio y tampocaltasas del mercurio se deduce que la
altura H de esa camara es:

5h=2h +x +H—> H=3h

Aplicando la ley de Boyle.Mariotte, y designando coenapla presion en {D:1 en el
estado final
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p v ph

~Sh=p,93h-x) Y = (2
> P2 ) P2 2(3h- X) (2
De acuerdo coralfigura se deduce que.

P,=p,+} ghY p2=px+g (3)

De las ecuaciones (2) y (3) se deduce que.

ph _ P __ph p
=p,+~ Y = -- @4
2(3h- x) Pa™3 Px 2(3h-x) 2 )
Llevando la ecuacién (4) a la (1)
ph=g P P&y on=_"__ ¥ 6h?- 2hx=hx- 3hx+x? ¥ 6h? =x?
&(3h- x) 24 3h- x
Y x=4/6h

La presion en F en el estado final es:

0. =p,+] g# ph +E:Eé h +1g:pé 1 +£8
B 2(3h-x) 2 2%9 h-v6h =% g%-Z\/E 23
pF:pa,§-+2\/€+£8:pa,§-+2\/€+68=p%+@8
&36-24 22 "F 12 2 °F 69
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17.- Se lanza un proyectil, con velocidad inicial,,vdesde un suelo
horizontal formando un cierto angul@a con la horizontal. Este angulo es
tal que el alcance sobre la horizontal es el maximo posidesde una
altura y = h se traza una recta paralela al suelo que corta a la trayectoria
del proyectil en dos puntos. Calcular la distancia D en direccion homizl

de ambos puntos en funcién de h. Dibuje la gréfica de D frente h cuando
la velocidad inicial es & 20 m/s . ¢A que corresponden los valores
maximo y minimo de D?. Tome g = 10 rh/s

Tomamos ejes de referencia el de abscisas paralelo al suelo weal guehde ordenadas
perpendicular al anterior. Las ecuaciones de la trayectoria son:

x =v,codJ t

y=v,sent- %gt2

Cuando y = 0, el proyectil est4 en la salida o ha recorrido su trayectoria y choca contra
el suelo

_2v serJ

O=v,seJt, - Egtf‘ Y ot
2 g

a

ta es el tempo que emplea el proyectil en recorrer su trayectoria y llegar al suelo

c..Igvoserﬂ _ vZsen2)

x, =Vv,codJ
g g

El alcance depende de la velocidad inicial y del angulo de salida, si fijanposiemos
calcular para qué angulo el alcance es el maximo posible

cos®@=0 Y cosMJ=0 Y U=45°

Las ecuaciones paramétricas para este movimiento de maximo alcance son:

X=Vv,C0s45°t Y t=— X
V,Cos 45°

2

y=v,sen45t- %gt2 =v,sen 450 X 1 o

_,. 9
= =x- 2 (1
v,Cos 45° 2 v’cos 45° Y v2 @

Si en la ecuacion (1) hacemos y = h se obtiene dos soluciones que corresponden a las
abscisas de los puntos de corte de la recta con lagbeara
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a Jv2-4gh@
1° 1-49*? vige el SR

°e Vv o 20 2
9% x+h=0 Y «x-= Yo __ € ° = Vo VoVo- 4gh

Ve 29 2g 29

V2

(o]

La distancia D entre ambas abscisas es

VI+VoVi-4gh  VvZ- v V2-4gh v /VZ- 4gh
29 29 B g

D=x,-Xx,=

Para dibujar la grafica tenemos en cuenta que el radicando no sea negativo, por tanto, el
maximo valor de h es 10 m.

45
0 bers
35 s o
30 *
25 *
20 .
15 *

10 *

D/m

0 2 4 6 8 10 12
h/m

Cuando h = 0 m, D se corresponde cbaleance horizontal del proyectil y cuando h=10
m es la altura méaxima.
Para comprobarlo

. = vZsend) _ 20° Gen 90°

a =40 m
g 10

La altura maxima se obtiene cuando la componente vertical de la velocidad se hace cero

. . U
Vv -y =v,sseJ-gt, =0 Y t, = VoSen

y t g

Sustituyendo

- 1 ., Viserf45° 1 viserf45° 1vZserf45° 400M,5
Yoax = VoSEM L, - =0t} = -—0 > =— = =10 m
2 g 2 g 2 g 20
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18.- Un bloque de madera de dimensiones a *b*c y densida@specto

del agua. Cuando el blogue esté flotando con el lado a en posicion vertical
se empuja hacia abajo y se suelta. Calcular el periodo de oscilacion del
bloque.

Cuandoel bloque esta flotando el peso es igual al empuje. Si designamoslaqrage
sumergida del bloquer,v la densidad de la madera y la del agua

P=EY abg,g=abg,gY a =alt =g

A

-

Nivel del agua

'\._._ _————— e

4 — — —|—

_ R VR EE T
4
’

Dx

Si sumergimos el bloque una distanDarespecto a la posicion inicial de equilibrio, el
empuje ahora es superior al peso y esa fuerza resultante tendera a llevarlo a la posicion
inicial

F=E-PY (a,+qbg ,g- abg,g Y F=(a +ox 4bcg- abg,g ¥

=Y F:aJ—M;Abcg+cpr4bcg- abg,g Y F=px4bcg=K px
}

A

Dado que la fuerza es proporcional al desplazamiento al igual que en un movimiento

amaonico
.. /m__, |abga, _.. |&
T=2".—=2" | — M =2" |=
K bgl A9 g
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19.- En el sistema de poleas de la figura inferior se supone que carecen de
masa y que el sistema se desplaza sin rozamiento. Se pide calcular la
aceleracion de las masas.

mzg

Tomando como sentidos positivo vertical hacia abajo, las ecuaciones de las tres masas
son:

mg-T=ma @

m,g- 2T=m,a, (2

m,g-T=mga, (3
Imaginemos que las masas ymms fuesen iguales, si la masa se desplaza hacia abajo
Dx2, las otras dos masas se desplazan hacia &wilDxs . La distancidDxz se reparte

porigual enlas dos ramas de la cuemramodo queDx; es la mitad d®x2, 10 mismo le

ocurre a la masa Bor tanto las aceleraciones guardan la relacién
__ & ta
a, =- o (4)

En el caso expuesto & a Yy en general seran distintas si las masasynms son
diferentes. El sigm menos se debe a que la aceleracion gdesrhacia abajo (sentido
positivo) y las otras dos sentido negativo.

Ahora debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro iscégnita
Despejamos T de la ecuacion (3) y sustituimos en la (1)

m,g- ms(g - as) =ma, (5)

Multiplicamos la ecuacién (1) por 2 y le restamos la (2)
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2mg- 2T- mg+2T=2ma, - m,a, Y g(2m - m,)=2ma, - m,a,
En la dltima ecuacion sustituimosgor la ecuacion (4)

Y g(zml_ mz):%%ml'*'&g"' M2 Y
C 2 + 2

g(zml' mz):2m1a1' mz% 2t > g
g _—
29(2m1 B mz)' 231%”]1

Y a, = ¢ (6)
m2

”L
2

I OOI

Llevando la ecuacién (6) a la (5)

m,g- 2ng' 4m1a1 - M,a, =m
m,

Y m;m,g- m,m,g+ 4m1m39 - 2m2msg - 4m1m3a1 -m,m;a, - m,M;a, =mM;m,a, Y

m,g - msg + m3 194 Y

v a = 4dmm, +mm, - 3m,m,
| =
Admm, +mm, +m,m,

Llevando la ecuaciéon de a la (1)

4mm, +mm, - 3m,m, & 4mm,+mm,- 3m,m,d.
mg-T=m ——2 12 22gY T=mga- 8Y
dmm, + mm, + m,m, ¢ 4mm,+mm,+m,m; >
. a 4m,m, Q
Y T=m
1g£lmm +m,m, + m,m, 8
Sustituyendo la tensién en la ecuacion (2)
a 4m,m, Q . 4m .
m,g- 2m =m,a, Y g- 2m 2 =a, Y
2 1g£lmm +m,m, +m,m 8 28 ¥ 9 1g4m1m3+m1m2+m2m3 2

8m,m,

6 _mym,+m,m, - 4mm,
m;m, +m,m, +m,m @

4mm, +m;m, +m,m,

2

a
:g%-
¢ 4

Sustituyendo la tensién en la ecuacion (3)

c

g- mg 4m,m, 6_ v g- mg 4m, —a v
Ma l%mm3+mm2+m m3§ ¥ “4mm, +mm, +m,m, °

a
:gg_
¢ 4

4mm
mm,; +mym, + m,m;,

_4dmm, - 3mm, +m,m,
dmm, +m,m, +m,m,
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20.- Una particula se encuentra en el tiempo t=0 en la esquina superior A
de una puerta rectangular que gira alrededor del eje Z con velocidad

angular constantew

Los ejes XYZ son de un sistema S inercial, y los ejes X" Yy Z
pertenecen a un sistema S, ligado a la puerta y que por tanto giran con
ella. En el instante t=0 ambos sistemas de coordenadas estan
superpuestos. Detminar expresando los resultados en el sistema movil
S’ a) la velocidad relativa b, de arrastre y absoluta de la particula en
funcion del tiempo b) la aceleraciérrelativa, de arrastrede Coriolis y
absoluta en funcién del tiempo

Al cabo de un tiempbla situacién de la puerta esta indicada en la figura 1.
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La puerta ha girado un anguwa y con ella los ejes del sistema S. En ese mismo
tiempo la particula ha avanzado por la puerta una longitud v
Desde el sistema movil S” la velocidad de la particula es:

C A
V=V, i
La velocidad de arrastre es:
A - I\<’
l J
C C
\(/:arrastre: ’X(;S F: 0 0 ¥|=- j,[_ ‘X.(L - Vot)] = J,[Y(L - Vot)]
L-vt O h

o]

C >~ b

_C C _ ~
Vabsoluta— Varrastre+ Vietativa— = Vol +Y(L - Vot)J

b) La aceleracion relativa es cero, pues la velocidad es constante.

La aceleracion de arrastre es la centripeta

o o o
C C. ,C - I < C
ST (@ F)zlo 0 w=-ifeR(L- v i)
0 ¥(L-v,t) O
I
i
C
gwio.is=2$3 $-do 0 ¥l=-2 v\
-v, 0 O

C ~ -
Qpsoluta - YZ(L - Vot)l -2 % \'Y
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21.- Considerar el problem&0. a) Obtener la ecuacion de la trayectoria
de la particula en el sistema fijo b) determinar los vectores velocidad
absoluta y aceleracion absoluta en el sistema de referencia fijo S al cabo
de 10 s de iniciado el movimiento, sabiendo que en el instamtzal los

ejes Xy X" coincideny que L =1 mq¥0,05m/s yw= 20 rpm.

Si nos fijamos en la figura 1, las coordenadas de la particula en el sistema S, al cabo de
un tiempo t, son:

X = (L - vot)cosvt ;Y= (L - vot)semf ty
Y x?+y?=(L- v,t)

Fig.1

La trayecoria en el plano z=h, se obtiene sustituyendo valores en las ecuaciones de las
coordenadas

b)

Xy X

Las componentes de los vectores unitafigg” sobre el sistema de referencia X Y son
respectivamente.

(i'cos ¥ tisen¥ b ; ( jsen¥ tjcos ¥ b

Que puestos en forma vectorial y dado que i” y | valen la unidad
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< C L.é o C L
i'=cos¥ti+sen¥t]j j=-senyti+cos¥tj

<

:W(I -v'ot)ii 'S imél v'ot)( sen wi cos+ﬁ/j \g( cos ur sen ”t)

-(W(| viot)senwt \g+cosn/fi ( W 'y)-cos Wy sen)EVj

= 220D ) g 0519 se 2P 10 +0,05005227 12) i+
& 60 60 60
420-p 20-2p 20-

+ 1 -0,05-10 cos—— -100,05ser——— 108
& 60 ( ) oo 60 OJ

v= 0,88 0,57

a= m/?(l \iot)Ti 2v, W i :ﬁ(lf v'ot)(eos w sen {?/1) 2y (Wsen*tw cos *§1
( Sl 't)cosm 2y wsen 917i (+2(1/I y) sen w2v - wos)iwj

_4 320.p 202p p 202p 8

_?886— 81 0,05:19 cos—~* 10 -20@5— sef " 1P
& 320 20.2 p o
+é£9 P 31 60,0510 s 0”10 2093—” Jgp j

a=1281 - 179j
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22.- Una particula de masa mcolisiona, de forma elastica, con una
particula de masa m siendo m>m.. La particula 2 se encuentra en
reposo ¢, Cudl es el maximo angulo de desviacion de la primera particula
respecto de su direccion inicial? .Se supone que Vafocidades de las
particulas son mucho mas pequefas que la de la luz.

En el choque elastico hay conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia

m,v = m,v,codJ+ m,v,coH
m,v,setJ=m,v,sen b
1

2 1 2 1 2
Emlv :Emlvl +§m2V2

Despejamos de la ecuacion 2, bery de la terceraw

m,v,serJ m
senp=—2—"- v§:—1(v -vl)
m2v2 m2

: m
Designando a— = M, resulta:

2

2 M(v2 - v2)

V2
Llevando co% y v» a la primera de las ecuaciones iniciales:

N .| M?v%serfU .
Mv = Mv cosU+,/Miv2 - vzj 1- L Y
! ! R/ M(v? - v2)

2 2

Y Mv =Mv,codd+ |M(v2 - vZ)- M?vZserfUY v:vlcosD+\/V "Y1 2serty)
M

Y (v- v,codd)® = i viserfUY  v?+vZcos’U- 2w, codl+viserfU= v
. - 2 _ 2 B - M 2 1y2). y2 4 y2
Y v? +Vf - 2W1005U:u Y codl= (V Vl) VotV

M 2w, M
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En el problema nos pideque el angul@ sea el maximo posible, o el coseno el valor
minimo, para ello derivamos la anterior expresion con respegte gwalamos a cero

2w, M (2Mv, +2v, )- [M(v2 +vf)- v? +v12JC'2vM _ .

0OY
4viviM*?
Y  2MvI+2vi- MvZ- MvZ+vP- vi=0
2
¢ ¢ viiM-1)
Y  MvIi-Mv?+vi+vi=0Y vfz—( ) Y
(M +1)
. . m, - m
ml+m2
Sustituimos el valor dei\en cosen@
m m, ,m,-m m,-m, m-m,am, 4 am, .0
1V2+ 1V2 1 2_V2+V2 1 2 1 2%1 +18+£.nl-18
COSD: m, m, m, +m, m, +m, - m1+m2(; 2 — ¢ +:
m, [m, - m m, - m
2V lv 1 2 2 1 1 2
m2 m1+m2 m2 ml+m2
m, - mZ%ml+m2§+ml- m,
m, +m m hd m . o m, -m .
=+ 25 2 2 Y codl=—21_—2_ Y
m, [m -m m,- m
2 1 1 2 m]_ 1 2
mZ ml+m2 ml+m2
2 2 2 2 ~2
m, - m ms-m m,ad . - m
serfU=1- (m, - m,) =1- 2~ 2=§m—28 Y sed  =—2%
-m m
f 1 2 1 g 1~ 1
m, +m,
Calculamos aharel valor de ¥y del angulo beta.
m, - m a m-m,Q.
myv? =myy+myvs Y myv; =myvi- my: L —2=myvi@- 2 —28VY
m, +m, & m+m,:
. ma 2m, 4 2m
Y vi=—2% 28 Y v,= 1
2C LIPS m, +m,
- - m,- m, . 2m, . .
m,v,setJ=myv,se Y my |[—202=m,v |—— Qe Y
m1+m2 ml ml m2

Y sem = M
\/ 2m,
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23.- Se lanza un proyectil formando un angula con la horizontal. En el
puntomas alto de su trayectoria h su velocidad esha velocidad en un
punto de la trayectda que es la mitad de la altura maxima h/2 esw
entre ambas velocidades existe la relaciéon

_ |6
Vi =7 V2

Calcular el &nguloa de lanzamiento.

Las ecuaciones paramétricas del movimiento del proyectil son:
x =v codJ t

y=v seJt- %gt2

Las ecuacionede las velocidades sobre los ejes coordenados son:

VX:%:VCOSD
dt
dy -
vV, =— =V seiJ- gt
Y T gt g

En el punto méas alto de la trayectoria la componepteevia velocidad es nula. El
tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura maxima es:

_vsenJ

O=vseJ-gt, Y t, :

Y el valor de h

senJ Eg v’serfU _ 1 vserfU
g 2 ¢ 2 4

La velocidad en el punto mas alto de la trayectoria:

h=v setJQ, - %gtf1 =v seud’ (1)

v, =v, =v codJ (2)

Cuando el proyectil se encuentra a una altura h/2 la velocidahe dos componentes
Vax Y Voy, CUYOS Valores son respectivamente

V,, =V codJ

V,, =V sedJ- gt,,

Para averiguar la componentg wecesitamos saber el tiempo que el proyectil emplea
en alcanzar la altura h/2, para ello sustituimos en una de las ecuaciones parameétricas

. 2v seiJt
Egtﬁ/z Y tﬁ/z' —hlz"'hzo

=vset,,-
h/2 2 g g

N

Resolviendo la ecuacidte segundo grado
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1 eserty
2
. — : !
2vser \/4v serfU 4h  2vser)  4v’serfU. g
. -9 g’ 9_ ¢ g’ 9y
h/2 2 2
2vseid vserU\/E . )
g g _ vserUg;- V28
th/2_ - Q
2 g 83 2 9

Se ha escogido de las dos soluciones la que corresponde al tiempo menor, que es
cuando la altura h/2 la alcanza el proyectil antes de llegar a la altura h . La otra solucion
es cuando el proyectil llega a la altu/2 después de alcanzar la maxima altura h.
Sustituimos el tiempo en la expresién de la velocidad v

. vse)ag- 20 A 2-.20 _\/2
Vv, =VvseJ- g g %‘52 8:vserté£- 5 8:vselU7

-
Vy = Vo, +V3, =\/v200520+ v S;'fu

De acuerdo con el enunciado del problema

3 . a - 2 0o . . ..
Vv, = Ev Y v2c0§U:§§'zco§U+v serng Y v%cogU=3v%serfU Y
A 78 2 9

VY 1-sefU=3 sefU v serU:% v U=30
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24.-En la figura inferior AB es una carretera y el punto C es un lugar
del campo. Un automdévil si se desplaza por la carretera lo hace con una
velocidad v constante y si lo hace por el campo con una velocedagtes
menor que por la carretera. Calcular el valor de x para que el automavil

qgue se desplaza de A a C lo haga en el tiempo minimo posible.
< Lc R X

A B

M iT
N

El automévil va de A a M por la carretera, recorriendo la distaneig ly de Ma C por
el campo recorriendo la distanciarL
De la figura se deduce que

Lcp

Lct+x = constante = K

El tiempo total del viaje es:

LCP

-,

\Y

t

total —

LCF,O:K- X +eVx® +h? =K+(— X + x2+h2)
\'% \'

L
—C 4
\'% v

L
=—C 4
\/

Como el tiempo total ha de ser minimo y K es constante y v también, el término entre
paréntesis ha desminimo

- X+ eVx? +h? = minimo
Derivamos con respecto a x e igualamos a cero

-1+&=0 Y Vx2+h?2=U0Ux Y x?+h?=Ux?Y x=

2x2 +h? F-1
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25.-Un automavil recorre en linea recta una distancia L con velocidad
uniforme v y a continuacion frena hasta pararse con una bracion a
constante. Se pide determinar el valor de vel cual determina que el
tiempo empleado en el recorrido total del automévil sea el minimo
posible.

Una apreciacion intuitiva del problema nos dice que si v es muy grande, la longitud L la
recorre@ en poco tiempo, pero necesitard un tiempo largo para frenar, por el contrario,
si v es pequefia tardard mucho tiempo en recorrer la distancia L pero poco tiempo en
frenar, esto quiere decir que habrd una velocidad v para la que el tiempo sea minimo.

El tiempo que tarda en recorrer la distancia L es:
L
tl = __
v
El tiempo que tarda en frenar con aceleracion a constante

Vi =0=v-at, Y t,=

El tiempo total del recorrido:

Como t ha de ser minimo derivamos la egpin anterior respecto de v e igualamos a
cero

E:O:%+1 Y LZ:E Y v =+La
dv ve a Ve a
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26.- Una particula de masa mse desplaza a lo largo del eje X. La
mencionada particula se encuentran el instante t=0en la posicion X
con velocidadv, y esta smetida a una fuerza constante F dirigida como
indica la figura.

Determinar v=f(t) y v=f(x)
Hacemos uso de la segunda ecuacion de Newton

F:m% Yﬁ:dt:ﬁndv Y Ft=mv +Cte

Para hallar la constate recurrimos a las condiciones inicalaado t=0 , la velocidad
es \, sustituyendo en la expresion anterior

O=mv,+Cte Y Cte=-mv

o]

. F
Ft=mv-mv, Y v:—t+v
m

(o]

Volviendo a la ecuacion de Newton

F:m%:my(‘f’f:mvﬂ Y ffdx=fjnvdvyY Fx=m- +Cte
dt dx dt dx 2

Segun las condiciones iniciales cuando % 7\K= o

V2 . v2
Fx, = m7°+Cte Y Cte=Fx,- m?"

Sustituyendo en la ecuacion

2 2 ] ;
Fx=mo +Fx,- m2 Y V2 =—2F(X Xo)+v§ Y v—\/—ZF(X XO)+v§
2 2 m
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27.- Una particula se desplaza con una velocidad indicada por la
semicrcunferencia de la grafica inferior. La maxima velocidad se indica

por . Determinar el desplazamiento efeeido por la particula en
funcion dewyt

Buscamos la relacion entre la velocidad y el tiempo
El centro de la circunferencia tiene por coordena

at 0 . . .
S‘eza,o8 y el radio de la circunferencia et
(;; -

DI >
t-(to/2)
De la figura se deduce:
o ~2 o ~2 2 2
t t . t t .
G- 08 +v2=%°8 Y t+o-t +vi=0 YV V=t - t?
¢ 2= c2+ 4 4

. . : t
Aplicamos la ecuacion anterior cuantle =

o ~2 2
vﬁzt—"(']'bo-getﬂg =Ly t.=2v, (1)
2 ¢c2+ 4

El desplazmiento que sufre la particula entre t=0 yte$ igual al area bajo la curva
velocidad tiempo. Esa area vale:
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28.- Un plano inclinadoAA” forma un anguloa con la horizontal. Desde
un punto B fijo se pueden construir divess planos inclhados que
lleguen al plano AA".

A_— Ja

Se pide el angulab que forma uno de los planos con la vertical (ver
figura superior) en el que se cumpla que un cu&rpgue parte, sin
velocidad inicial, de By desliza pd, llegue al plano AA” en el tiempo
minimo. Se supone que el cuerpo desliza sin rozamiento

En la figura inferior L representa la longitud del plano, M la distancia de B al plano AA’
en direccion vertical

Conviene observar gusi se cambia de plano, cambianL y H pero permanecen
constantes M p.

1 1

L==att==gcod t* (1

> 59 1)

Vamos a poner la variable L en funcionkde

_M-H
L serb

cosb:% . tagd Y Ltagdsem=M- Lcosh Y

L= M
tagd serb + coh

)

Llevando la ecuacion (2) a la (1)
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M
s M = lgcosb t> Y t= . 9
tagd seb+codb 2 tagJ seb cod +cos’h

Como t ha de ser un minimo derivamos la expresiéariantcon respecto &, e
igualamos a cero.

M [tagl:(- serth + cosh)- 2cod serlb]

g
~ _ 2
dt _ (tagU serb’codh + co§b) 0 ¥
db 2M
g
tagJ serb cod + cos’h

Y tag- serfb+cos’h)- 2coH sed =0

Hacemos uso de las relaciones trigonométricess’b - serfb =cosd y

2sel codH =send

N Ce

tagJ@osd - senb=0Y Bd oy BY 9y 0= v b
tagd tagd
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29.- Un péndulo simple de longiid L cuelga de una pared inclinada que
forma un anguloa con la vertical.

El péndulo se separa de su posicion de equilibrio un angble> ay se

deja en libertad. Se admite que el choque con la pared es completamente
elastico.Se pide calcular el periodo de las oscilaciones. hagulosay b

son pequefios.

Si los &ngulos son pequefios el movimiento del péndulo es un movimiento armonico
simple y en principio vamos a referirnos a este movimiento.

Recordemos que a efectos de addias ecuaciones del movimiento armonico, éste
puede considerarse como la proyeccion sobre un diametro de un movil que con
velocidad angular constante recorre una circunferencia

Fig. 1

Supongamos que M se desplapa la circunferencia con velocidad angular constante
y que el mévil que efectiia el movimiento arménico esta situado sobre el eje X en la
posicion A cuando t=0. El tiempo que emplea el mévil en ir desde A hasta B, es el

mismo que M tarda en describir el éngu%o'rﬂ, y como lo hace a velmad angular

constante, podemaos escribir

+
¢
KA

_ +U8T
:2 Y t:;ZIT
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Siendo T el periodo del movimiento arménico. Si el mévil fuese de A a B y volviese de
B a A emplearia un tiempo 2t =T~

Aplicamos estos resultados al movim@del péndulo del problema.

T=2'\/E (2)
g

Fig. 2

De la figura 2 se deduce que
OA=bL ; OB=UL
De la figura 1 se deduce que
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30.-Un punto material A se desplaza con velocidad constante por
una recta. Qro punto material B se desplaza con una velocidad constante
+Vvg por una recta paralela a lanterior cuya distancia es h. @nostrar
que larecta que une los puntos Ay B pasa siempre por un punto fijo P

Hacemos en primer lugar un esquema grafico del problema

Y

=
-

/To
L

«----» /A0

>

“«------>

Bo _

En la figura superior el movil A ocupa una posicion cualquiera en el tiempo t=0 y el
movil B una posian cualquiera en el tiempo t=0. Si tomamos unos ejes coordenados

centrados en la posicion inicial del movil B, las coordenadas cartesianas de ambos
moviles en el tiempo t=0, son:

MovilA (L, h) : Mévil B (0, 0)

Al cabo de un tiempo t cualquieed mévil A se ha desplazado hasta At, siendo las
coordenadas de Aty h).

En el mismo tiempo t, el movil B se ha desplazado hasta Bt, siendo las coordenadas
Bt(0, wst).

Las rectaso y rt se cortan en el punto P. Si lo que se quiere demostrar éssqeetas
pasan siempre por P, las coordenadas de este punto deben ser independientes de t.
Hacemos uso de la ecuacioén de la recta que pasa por dos puntos

y_yl:yZ_yl
X=X, X, = Xy

para las rectas y rt

y-0_h-0 ¢ _h,
x-0 L-0 L
y-0 _  h-0 ' _ h(x- vgt)

= vy _NX- Vel)
x-vgt  (L+v,t)-vgt Y (L +v,t)- vt



Dado que el punto P pertenece a ambas rectas, resolvemos

h h(x - vgt ¢ )
EX:(L+(vAt)-B\28t Yo XL +xv,t- xvgt =Xl - vglt Vo xt(v, - V)
Vv x=_Ve
V, - Vg

Sustituimos el valor de x en la ecuacioén de la necta

_h Lvg _ hyvg

Lv,-Vg V.-V,

52

VgLt Y
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31.- Un pato vuela en linea recta con velocidad congam y a una
altura h sobre el suelo. Un cazador situado en A dispara una bala con
velocidad v apuntando en la direccién del pato tal como indica la figura
inferior. El pato es alcanzado por la bala y se pide la altura a la que
volaba

Dado que la bala alcanza al pato en un tiempo ti, en ese instante las coordenadas del
pato y de la bala son las mismas.

Coordenadas del pato en le tiempo ti : (xo+u ti ; h)

La bala describe una trayectoria parabdlica siendo sus ecuaciones

x = vcodJ t; y=vserJt- %gt2

. . . -1 .
Coordenadas de la bala en el tiempo ti : (vecds, h=v seJti- Eg ti?

voddti=xo+uti Y ftiz—o
vcodJ- u
vseru ti - Eg tiZ=h
2
Sustituyendo el tiempo en la segunda ecuacion
2 N
- X0 1 & xo @ . xo € . 1 gxo ©
vse) ————--g&e———0=h Y ———awsey- ——=—_=h
vcodJ-u 27 cgvcodJ- u=+ vcodJ- ug 2 vcodJ- uy
, - h h
Dela figura se deducdadJ=— Y x0=——
X0 tagJ
e - g . v h .
N el 9N 8,y veod L
tag{vcosU- u) & 2 tag)vcosU- u)y veosU- u  2tag?UvcosU- u)

= = =——Y = =
2 tag?UveosU- u)®  veosU- u vcosU- u 2 tag’vcosU- u)

gh _ v cosU 1= U . gh

_ 2u tag’Uvcosl- u)
g

h
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32.-Dos vasos comunicantes de forma cilindrica llevan sendos émbolos
de masas My M.y areas 3y S, respectivamente. El liquido contenido
en el vaso tiene um densidadr. En el equilibrio existe un desnivel h
entre ambos émbolos tal como indica la figura inferior

Si sobreel émbolo 1 se coloca una pesa de masa m=2W: , no existe
desnivel entre ambos émbolos, pero si se coloca la missa pobre el
émbolo 2 se produce un desnivel H. Determinar el valor de H en funcién

de h.

Dos puntos del mismidquido que estan al mismo nivel soportan las mismas presiones,
por tanto:

1g+J_ g:h 29 Y | h:&_&
S, S, s, S
Cuando se coloca la pesa de masa m sdkin@bolo 1
m
Mig,mg_M,g 5+m—ﬁ Y i—i Y S—é
sS S S s, S 25 S, >3
m
p Mz Mi_m o2 _3m m_m
S S S S 25 25
Cuando la pesa de masa m se coloca sobre el émbolo 2
m
M-{-} g HM+@ Y £+J |—|:2_mY ﬂ"‘} |—|:2_m Y
S, S, S, S, S, 25 S
3
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33.-Una particula se mueve por el eje X, en sentido negativo, a velocidad
constante y. Otra particula lo hacepor el eje Y también en sentido
negativo y con una velocidad constante. \En el instante t=0, las
particulas pasan por las posiciones & \, respectivamente. Determinar el
tiempo que transcurre para que la distancia entre ellas sea minima.

Las ecuacioredel movimientale las particulas son

X=X,-Vvt  y=y, - V,t
La distancia entre ellas

D= x4y = o v+, - Vil

Para hallar la distancia minima derivamos la funcion anterior respecto de la variable
tiempo e igualamos a cero

d_D — 2(Xo B Vlt)Q-Vl)+ 2(yo B Vzt)Q_VZ) 0 Y - X,V tY,V,
dt 2(x, - vyt)? +(x, - v,t)? Vi +V;
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34.-Un prisma cuyo angulo e® se mueve por un suelo horizontal sin
rozamiento con una aceleracion constante paralela al suelo. Sobre él esta
situado un cuerpo.

Determinar el valor de la aceleraciddel prisma para la que el cuerpo
comience a deslizarse hacia arriba del prisma. El coeficiente de
rozamiento entre el prisma y el cuerpo s

En la figura inferior esta dibujado el diagrama de fuerzas para el cuerpo con inclusién
de la fuerza de inemiya que el sistema elegido esté acelerado

F= ma , fuerza de inercia

P=mg, peso del cuerpo

Fr=mN , fuerza de rozamiento

N = normal, fuerza con que el plano empuja al cuerpo

Descomponiendo las fuerzas sobre €fes perpendiculares, X e Y, siendo el X
Paralelo al plano y el Y perpendicular al mismo, resulta:
FcodJ=F, +mg ser
N =mg codJ+F ser
K =¢ M

Combinando las tres ecuaciones se llega a:

FcodJ=¢ mg codJ+e FserJ+mg seiJY
YV malcod-¢ sei))=mgle ¢ o+sdi) Y

- - - o . _ . &+tag)
Y a(l £ tagJ) ge+tag)) Y a O o g
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35.-En los extemos de una palanca de brazos iguales se cuelgan dos
cuerpos de la misma masa. Uno de los cuerpos se introduce en un liquido
de densidadr: y el otro en un liquido de densidarh , observandose que

la palanca sigue en equilibrio. Calcular la relacién de densidades entre
ambos cuerpas

En la figura inferior se hace un esquema de las fuerzas que acttan sobre los cuerpos

Tensioén de la
cuerda=T

A
A

e
T,

h4 Empuje = E v

Sobre cada cuerpo actian su peso P, la tension de la cuerda T y el empuje del liquido.
Par ambos cuerpos el peso es el mismo por lo dicho en el enunciado, la tensién es la
misma porque la reaccion a cada T estd aplicada en la palanca & @staentra en
equilibrio, finalmente los empujes han de ser iguales y si los liquidos tienen diferentes
densidades es que los cuerpos tienen diferentes volumenes.

m m . d, |
- - Y 1
dlhg dzlzg d,

V4. 09=V,,0 Y

Y—

2
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36.-Un cilindro, de densidad y altura h, flota en la zona de separacion
de dos liquidos de densidades; y r- respectivamente, siendo
r<r< gz Determinar la altura x del cilindro que se encuentra sumergido
en el liquido de densidadz

Al estarel cilindro en equilibrio es porqge el peso del mismo se iguala con la suma de

los empujes que sufre por parte de los dos liquidos. Designamos con x a la parte del
cilindro sumergida en el liquido de densidag por tanto, la altura que esta en el
liguido de densidadi es hx, por m a& masa total del cilindro y por S al area de la
base del cilindro.

mg=Sh g=5x,9+Sh-x) 4,9 ¥ h=x,+(h-x)y, Y

. . h( -
Vooh-hy=x,thy Y x:J(*_jl)
2 1
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37.-Desde el mismo lugar y con un intervalo de tiempse lanzan dos
cuerpos con la misma velocidad v y el mismo angaloon la holizontal
¢,Cudles son las ecuaciones que describen el movimiento del cuerpo
lanzado en primer lugar visto desde urstema ligado al cuerpo lanzado

en segundo lugar?

Las ecuaciones del movimiento de los dos cuerpos lig:
a un sistema inercial que esta sobre el suelo horiz
son:

x=vcoddt ; y=vserJt- %gt2

x=veodd (t-0 : y=vserd (t-0- %g(t- W

El vector de posicion del primer cuerpo respecto del segundo

s

- F=xi+y, ) = (- X +(y- y)]

Las posiciones vistas desde el segundo cuerpo son:
X, =x- X=v codJA- v coJ &t- J=v codld]
y, =y- y=v selQ- %gt2 - v ser(t - Q+%g(t- ()’ = vserU@r %g( 4 +2tll)\'(
Yy, :vsenjdj+g- gtU

Las velocidades relativas son:
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38.-Un tren parte de la estacién a las 12 horas segun el ralejla
estacion y se desplaza con movimiento uniformemente acelerado. Un
observador situado en el andén frente a la cabecera del tren observa que
su reloj marca las 12 horas cuando pasa por delante desiépendltimo
vagon. Este penultimo vagon tarda 18gundos en pasar por delante del
observador mientras que el Ultimo vagon emplea 8 segundos. Calcular
cuanto se retrasa el reloj del observador respecto del reloj de la estacion

Designamos con al tiempo que se retrasa el reloj del observador respecto del de la
estacion y con L la longitud de cada vagon del tren.

La velocidad del tren cuando han transcurtidgegundos est asiendoa, la aceleracion
constante del tren

Para el penultimo vag&u velocidad cuando pasa por delante del observador es at, esto
es, la velocidad del tren

L =a010+%a102

Cuando pasan los dos vagones, penultimo y altimo del tren, por delante del observador,
el tiempo total es 10+8 = 18 segundos

2L :a[]18+%a182

De ambas ecuaciones se deduce:

22@010+%a1028: a(]18+%a182 Y  200+100=180+162Y U:%z =31s
(; -
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39.-Un submarino desciende en vertical con una velocidad constante v.
En un determinado instante emite un sonido que dura un tiempo HI
sonido se refleja en el fondo del mgrllega al submarino y el tiempo que
dura el sonido reflejado medido en el submarino es T. Si la vidext del
sonido en el agua es, determinar la velocidad con la que se sumerge el
submarino.

Designamos con H la altura a la que esta el submarino respelcfondo del mar
cuando empieza a emitir el sonido y con H” la posicion cuando termina de emitirse la

sefial. Con h designamos la posicién del submarino cuando empieza a recibir la sefial
reflejada en el fondo y h” cuando termina. La figura inferior adatos valores.

4 O
| 0
AP
1 O
AT
|1y hhn
IIH I 1h
| i
| 1
v v vy

en el fondo y h” cuando termina. La figura inferior aclara estos valores. Las posiciones
se han puesto separadas para claridad de la figura. Entre las posiciones Hy H" el tiempo
transcurrido esdy entre hy h", T.

H- H=vT, @ : h- h=vT (2

El sonido emitido en H viaja H+h al llegar al submarino y emplea un tiémpen ese
mismo tiempo el submarino recorretH

H+h _H-hg

H+h=cU:H- h=vQ VY
4 4 c Vv C-V

El fin de la sefial sonora se emite en la posicion del submarino H” y esa sefial recorre la
distancia H+h” cuando llega al submarino empleando un tigmgoen ese mismo
tiempo elsubmarino recorre Hh'.

H+h  H-h
\Y Cc-V

H+h'= ol H - h'= v, ¥

Sustituyendo H y H™ en la ecuacion (1)



+ + .
SV SV =T, v S (R 1) =T,
C-V C-V C-V

Sustituyendo en la ultima ecuaciéinhse tiene:

+ . .
CVr=vT, Y ST =T ¥ cTHVT =cT, - v,
cC-V cC-V

Y
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40.-Una masa m proveiente del infinito posee una velocidad v y se
acerca al Sol, siendo su parametro de impactaal como se observa en
la figura.

Hallar la distancia minima a la que la masa m se acerca al Sol.
Constantede gravitacion, G ; Masa del Sdlls

Designamos con d a la minima distancia de la masa al Sok ysa velocidd en esa
posicion. La conservacion del momento angular nos permite escribir

mvy=mvd Y vj)=vd (1)

Por la conservacién de la energia mecanica

Emv2+0=émv§-leISm Y v2=v§-26|vIS Y v = v +2°Ms
2 2 d
Sustituyendo en la ecuacion (1)
a 0 . .
v;:aev2+26|;/|581Y vid® +2GMd- v1?=0 Y d2+ZG'\de- =0
- %
9 -

Resolviendo la ecu#n de segundo grado

GM. [4G°’M

- + +4) 2
RV B [ VER < V)
- - 4 } 2
2 v v
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41.-Un cilindro homogéneo de masa m y radio R se hace girar hasta
alcanzar una velocidad angulars g, luego se coloca suavemente sobre

un plano inclinado de angulay ¢ Hasta q& altura ascendera el cilindro?
El coeficiente de rozamiento eg cumpliéndose quer> tagq .

Al principio el cilindro tendra que ir adquiriendo velocidad aslécion del centro de
masa& al mismo tiempo que su veldad angular disminuyeEl diagrama de fuerzas es
el siguiente:

Las ecuaciones del movimiento, respecto de los ejes OXY, son:
F, - mg serd =ma
F.R = IU:%mRZ QJ
F, =¢ N=¢ mgod

A partir de estas ecuaciones se obtiene

2k, _ 2e mgcodl _ 2¢ g cogd
mR mR R

a=gle c o-saftf) ; U=

Para la velocidad linédel centro de masas
V= O+g(8 cogl - serd)t
Para la velocidad angular del cilindro

) YO_ngcosdt
R

La velocidad del centro de masas del cilindro aumenta y la velocidad de rotacion
disminuye, llegard un momento en el que=~¥ R, y esto ocurre en un intervalo de
tiempo t y el movimiento del cilindro en el plano pasa de ser de rodadura y
deslizamiento a rodadura.
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) ) _é _ 2¢ g cod 0 _ YOR ’
v=v% RY g(s C O-de)t_?o R ti’QY t_g(S c o-safu+ 2¢ COSj')Y

{= ¥R
g(38 cosd- serd)

Las velocidad lineal del centro de masas y angular del cilindro son:

v:g(s cod- serd)(") ¥R _ ‘X‘OR(E: cosd- sertn’)
0(3 cod- semf) 3¢ cod- senf

2c cod O
3c codd- serf=

24 cosdc..) ¥R Cy %_
° R gl3c codf- sem)  °Z

Desde que el cilindro se colocé sobre el plano hasta el tiempo t, el cilindro ha ascendido
una altura H y ha recorrido una distancia L sobre el plano

2p2
L=" =Yaevn :Eserdc"g(s cogi- sent)® ¥R ~ Y
se 2 g(3e codl- sent)

_ ¥2R’senffe cosl- sen)
29 (38 cosd- semf)2

H

A partir del momento en que se ha llegado a la rodadura sin deslizamiento, admitimos
que la energia total del cilindro, que es suma de la de rotacion mas traslaciéon, se

convierte integramente en energia potencial

2
Lip2 e dmye = mghY Troyz il ghY NN =ghY h _Vy
4 2 4 2 49

_ 3¥§R2(s cox- senur)2
49(38 cosd- senﬂ’)2

Y h

La altura total a la que sube el cilindro es:

Yﬁstem’C& cog- semf)+3¥§R2(s cog- senn’)2 v

H total = H + h = 2 2
29 (38 cogl- serd) 4g(38 cosd- serd)
_ xﬁRz(s cod- sem’) 2senf+3¢ cod- 3semf] .
H total — : 2 Y
4g(38 cogi- serd)
Ho = ¥2R2(g cogf- sen)|[3¢ cos- serd] :¥§R2(s cogi- ser)
o 4g93e cosf- sen)’ 49(3¢ cogf- sert)
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42.- En el esquema de la figura M =10 kg y m=5 kg y radio R =8 cm. La
polea fija y la cuerdatienen masas despreciablesa cuerda puede
desenrollarse por la polea movil m siasbalar.

M

a)Calcular el menor coeficiente de rozamiento de M con la mesa para
gue cuando el sistema esté en libertad la masa M permanezca en
reposo.

b) Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es 0,05 deternanar |
tension de la cuerda y las aceleraciones lineales de M y m respecto del
suelo.

a)En la figura 1 se indican las fuerzas que actian sobre My m.

A

N
M | T
Fr Fig.1
T
v |\/|g
mg

Parala masa M |, T-FK =Ma,=0
Para la masa m TC"R:IU:%mRZUY T=="mRU

mg- T =ma,,

a =UF

Sustituyend@ de la tercera ecuacion en la primeranyla la segunda resulta
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T=imrM =1ndy- T8V or=mg-Tv T="9
2 R 2 ¢ m= 3
Como T:FR:SN:SMg:m Y 8:£=.—5.:0,17
3 3M 3Q0

Si el coeficiente de rozamientotenM y la mesa es inferior a 0,17 habra deslizamiento
de la masa M sobre la mesa.

b) Dado que el coeficiente de rozamiento es 0,05 <0,17, la masa M deslizara sobre la
mesa. La polea movil se movera hacia abajo al desenrollarse la cuerda y también al
avanzar la masa M sobre la mesa, respecto del suelo la aceleracion lineal de m es la
suma de la aceleracion de M mas la aceleracién producida al desenrollarse la cuerda.

T-g£ Mg@Ma, Y aM:%-sg

MROY O=2ly @ _ 2Ty , _2T

T(']'R=ID:EmR2L'JY T= — m
2 mR R mR m

NI~

a, =UR
mg- T=m(a, +a,)
Sustituyendo en la Gltima ecuacién
mg- T:m%- e ¢ 210V mg- T=TM. me g2TV Ta+M8= mg(l+g)Y
C m =+ M ¢ M=

_mg(l+e) 580,05

YT = =14,7N
3+ 34>
M 10
T 14,7 , m
a, =—-¢ F—- 0,05®,8=098 —
MM & 10 s?
angzw:&ggmz

La aceleracion lineal de la polea mévil respecto del suelo es:

a= ar+an= 0,98+5,88 = 6,868“7

Podemos calcular la aceleracion de laepomovil de otra manera y es tomando un
sistema de referencia no inercial S*, situado en la cuerda que desciende con aceleracion
av. En este sistema hemos de introducir una fuerza de inercia contraria a esta
aceleracién .Calculamos la aceleracion relagiveespecto de S”.
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S F=| ma,| mg

v Mg

mg- T- ma, =ma_ Y a_ =g- % a, Y a,=g- el vaLE

=gt+e)- Tar+28 v a,=980405- 14,75%+i8:5,88m2
¢cm M= co 10+ S

De igual modo, para conocer la aceleracion absoluta sumariamos a esta aceleracion
relativa a la de arrastreva

C C s oC
F=1B,2i+IB,a%- -9
2 ¢ 4=+
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43.-Una cuerda elastica que tiene arlongitud natural l,, sigue la ley

de Hooke (la fuerza es directamente proporcional al alargamiento).Un
extremo de la cuerda esta sujeta firmemente en A y en el otro (B) se ha
colocado una masa m= 0,2 kg como indica la figura.

4 —
lo)
v
B B
O O """"""" T -
D 10,1 m

La masa mse lleva suavemente hasta que alcanza la posicion de
equilibrio en O. Después se estira la cuerda hasta la posicion C y desde
alli se deja en libertad a la masa m y se mide el periodo de oscilacion que
esT=2s.

a) Calcular la constante k de la ley deddke para la cuerda

b) La velocidad de la masa m en el D siendo OD =0,05 m

c) El tiempo que emplea la masa m en ir desde Ca D

d) La maxima energia cinética de m.

e)Ahora la masa m se lleva hasta el punto A y se deja caer liboremente se

pide calcular ¢tiempo que emplea en retornar por primera vez al
punto A.

a) El periodo de oscilacién de la masa m esta relacionado con la constante k y la masa
m

.
T:Z'\/%Y =2 m_4°®2_, 4N

b) En la posicion C la velocidad de la masa m es cero y la distancia a Qresfhi
tanto, la ecuacién del movimiento armonico que describe la masa m oscilando a uno y
otro lado del punto O, es :

2 , a2”  'a
Xx= A coswt = 0,1cos?t 0 tambiénx = 0,1serge_? +-0
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\Y} :% =-Avsenyt
dt

En la posicion D el anguhat es:

OD= 0,05 m
6 \ OC=A=01m
\%D/ coswt =OD/OC=0,05/0,1

wt =60
wt

V=- o,1c"%ser600= .027™
S

¥t :600:@rad:—rad Y t=
180 3

N\’\!|oo\
Wik

d) La maxima energia cinética ocurre cuando é&anm pase por el punto O de
equilibrio y debido a que el sistema es conservativo esa energia cinética es igual a
la potencial en el punto C.

Ec(O)= Ep(C) = % A.97M.1° =9,9.10° J

e) Al llevar la masa m al punto A, la cuerda se dobla y la masa m cae libremente
desde Ahasta el punto B en que la cuerda tienen su longitud natural, a partir de
ese lugar la cuerda comienza a estirarse, siguiendo la ley de Hooke, como
consecuencia de ello, la masa m empieza a disminuir su energia cinética que se
convierte en potencial elasti en la cuerda, esto ocurre hasta que la velocidad de
la masa es cero. Si tomamos como referencia de la energia potencial gravitatoria
la posicién de la masa m cuando su velocidad es cero (punto que designamos con
Q) resulta que m en A tiene energia do®ty energia potencial gravitatoria
Designamos cobx la distancia entre el punto A y la posicion en que la masa m
tiene velocidad cero.

Ec(A)+Ep(A) = %mVi + mgcpx=%m(29lo)+ Mg x= %k(qm)2 \

2mg 2mgl,
X_
K 0% T
Y pX-199px 1,99=0Y mpx=2,72m

Y 2mgl, + 2mgopx=k(p)* ¥ X - =0Y

La posicion del punto O corresponde al lugar en que equilibran el peso de la masa my
la fuerza elastica que sobre ella ejerce la cuerda.

mg=kOAY OA =—=22""=-099m
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La masa m cae libremente de A hasta B, luego efectlia un movimiento arménico de
periodo T=2 segundos y amplitud 25@29=1,73 m entre B y Q, sigue con movimiento
armonico entre Q y B y finalmente a partir de B se mueve libremente en pb cam
gravitatorio. El tiempo total en retornar a A es:

2( tiempo de caida libre desde A a B + tiempo desde B a Q)

A
A
1
1
|0: im :
1
Y
— B .
f 1) Velocidad en Q =0
0,99 m Velocidad en O, maxime
i | Velocidad en Bx/2gl,
4 O :2,72 m
1
| I
1,73 m! :
1
I I
v IQ v

. - 2l ’
Tiempo desde A hastaB |, :%gtf\B Y ty=[—2= /%1 =0,45s

El tiempo de B a Q es igual al tiemdesde Q a B
Posicion de la masa m en B

< 0B=099m
b 0Q=1,73m

senb= OB/0Q=0,99/1,73

Q/J P
,,f’jW tos
Q

Wiqs=90+34,9=124,9°

_ _ _ . _218_218_
¥o <1249 =1249Q)_rad = 218rad ¥ tos == == = 0695
?

Tiempo de retornar a A = 2*(0,45+0,69) = 2,28 s
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44.-Desde una altura h sobre el suelo y en direccidn horizontal se lanzan
simultaneamente dos cuerposrteelocidades vy w. El primero hacia la
derecha y el segundo hacia al izquierda. Calcular la distancia entre
ambos cuerpos cuando sus vectores velocidad sean perpendiculares entre
Si.

Tomando los ejes X e Y sobre el suelo, las ecuaciones de los cs@npos

1 dx
Xy :V1t Y1 =h- Egtz V(l)x :d—tl:Vl ;V(Z)Y :'gt

1 dx
X, == V,t y1=h-§gt2 V@)x =" =V V(@) =- 0t

Escribimos los vectores velocidad de cada cuerpo en funcion de los vectores unitarios
sobre los ejes:

V) =vi-gt]  ; VD=-vyi-gt]

Si los vectores velocidad son perpendiculares su producto escalar edongle
sucedera en unstante 4.

V1V2
g

W) =0=vy,- g2 ¥ t,=

Llevamos el instante>t a las ecuaciones de las posiciones en la direccion del eje X de
los cuerpos y restandolas calculamos la distancia entre ellos.

Vivo gz_. v, ViV, 8: ViV, (v, +v,)
g & 9 2 9

P X=Xy (tp) - X, (tp) =V,



73

45.- Supongamos que lanergia potencial de un cuerpo esta dada por
la expresion EP =%kx2, siendo k una constante. Si la amplitud de la

oscilacidon es ¥, para una distancia x la velocidad es v.¢ Cual seria la
velocidadpara una amplitud nx y parauna distancia nx? Demostrar
gue el periodo de la oscilacion no depende de la amplitud.

Teniendo en cuenta que faerza es igual a menos el gradiente de la energia potencial
y dado que el movimiento es monodimensional, podemos escribir:

d a4l 20 d2X - d2X
=-—&k«fo=-kx=ma=m—- Y —=
dx ¢2 = dt? dt?

- EX (1)
m

La ecuacion (1) es una ecuacion diferencial tal que x es una funcién que derivada dos
veces nos dé de nuevo la funcién, esta funcién es una funcién arménica

2

x =Aserst Y %:Axcosxt\'( %:-szsemt:-xzx (2)

Identificando (2) con (1)

=Ky 828 Ky T:2’\/E
m cl+ m k

El periodo esndependiente de la amplitud. Se trata de un movimiento arménico simple.
Podemos aplicar el principio de conservacion de la energia, entre un punto cualquiera
del recorrido y el de amplitud.

1kxg s lme v £(x§ - x2)=v2
2 2 2 m

%k(nxo)2 :%k(nx2)+%mv’2 Y %nz(xg- x?)=v?

De las dos ecuaciones se deduce

72

v ,
—=n’Y v=nv
v
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46.-Un péndulo simple estd formado por una cuerda de masa
despreciable y longitud |, y una pequeia esfera de hierro de masa m. El

periodo de este péndulo 8%, =2 \/g Si este péndulo se hace oscilar:

a) en el camp gravitatorio y por encima de un iméan, siendamfa fuerza
magnética perpendicular que actla sobre la esfera de hierro el periodo
cambia a T.

b) Si se hace oscilar entre los polos de un iman que provoca una fuerza
magneética horizontal el periodo es;TCalcular la fuerza magnética en
cada caso. Calcular para el caso b) el valor del angulo que forma el
péndulo con la vertical en su posicion estable.

a) Las fuerzas que actian sobre la esfera de hierro son las indicadas en la figura

A en equilibrio
y €n reposo

B oscilando
T1

Ta

J

M

Fig.1

Descomponiendo las fuerzas pesowy én direccion perpendicular a la direccion del
hilo y teniendo en cuenta qagesea pequefiserd® d y que el valor del arco es igual
al valor del &ngulo en radianes por el radio, podemos escribir:

Fs +mg)serd=FY (R, +mg)d=FY (K, +mg) -Y F=kx
(Fy +mg)serd=FY (F, +mg)d=FY (F,+mg) X¥

+mg

. F .
Siendo una constani— I =k resulta finalmenteF=k-x

Se trata de un movimiento armonico cuyo periodo es:

T1=2’\/E=2’ m pe mi Vv T2 =4 mi
k Fs +mg F, +mg F, +mg
I
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Combinando la ultima ecuacién con la del péndulo simple:

. I . g m aTr, o
T2=g42_ M ¢y q2=729_ M ¢ F img=%°@mg Y
' F, +mg 1R, +mg w Mg éﬁrlﬁ g
T 5 °
Fu =moég- g - 1
&~ H

>
R =
B
A en equilibrio B osci
y en reposo oscilando

Fig.2

Ahora acttan dos fuerzas perpendiculares sobre la efdrerro que dan lugar a una

resultantef; = w/(mg)2 +F2 y a una posicion de equilibrio del péndulo que forma con

la direccion vertical un angulo Si ahora el péndulo se separa un angelguefnaj de
la posicién de equilibrio el péndulo oscila

F.serd=FY F,d=FY %;/(mg)2+F§§TX:FY F = kx
(mg)" + i

Siendo una constamf =k

Se trata de un movimiento armonico cuyo periodo es:

k
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Parael péndulo simple tenemos:

| . |2
T,=2 |- Y T!=(2)—
: @)

A partir de las dos ultimas ecuaciones

) 2|2 T492 m2|2
Ti=(2) — =
R e = R =
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47.-Una cuerdase encuentra en reposo sobre dos planos inclinados que
forman con la horizontal el mismo angulag. La cuerda tiene una

densidad por unidad de longitud uniforme ,y el coeficiente de

rozamiento con los planos es la unidad. En la figura se observa quespart
de la cuerda (longitud L) permanece en el aire y otras dos partes (de
longitud cada una |), estan sobre los planos. El sistema tiene simetria
derecha izquierda como indica la figura. Se pide cual es la mayor

fraccion de la cuerda ()= 2I—I:rl_) gue esta en el aire y para qué angulp

ocurre quee alcanza su valor maximo y cual es el valor de

A
N

—
1 I I

Analizamos las fuerzas que acttan sobre la longitud de cuerda | que esta sobre el plano
inclinado de la izquierda.

Peso = |

N es la tierza con que el plano empuja a la cuerd@sHa fuerza de rozamientam,
T es la fuerza con que la cuerda que esta en el aire tira de |. La reaccion a esta fuerza
esta aplicada en L.

Dado que el trozo de cuerda | esta en reposo se cumple.
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aF =0 FKsed +Nsenb Ts
aF =0, -Fcosi+Ncesb T

Comogqgy b son angulos complementariosenb = cosq y cosb = senq

F.semf+Ncosd- Tserd=j1 Y & Ns e Ndosd- Tserd=)1 (1)

e Nc o dsbnf=Tcoef ¥ T=2NCO NSE"ﬁ(Z)

cosd

Para la cuerda de longitud L que esta al aire:

T T

AN /a
"

\ 4
Peso=r L

Teniendo en cuenta que L se encuentra en equilibrio
2Tserd=} L (3)

Sustituimos (2) en (3)

28 Nosd - Nsemserd:L @)
J cod

Sustituimos (2) en (1)

€ NscéHNcosi_ e MNod- Nsem}fS
| jcosd

e =1 (5)

Llevamos | y L e dgfinido en el enunciado del problema).

€ Nceslsafenn’s

2 el
0= L _ Jjcosd
2l+L 4 Ns e Nabsf & Nc o bt 0 .t Nc o blsfnf
2% - serig+2 serdf
c } jcosd = jcosd

Teniendo en cuenta que= 1

(cosd- sernf)senf
o cosd _ senfcogd- serfd

"~ semf+cod  semfcosf+cogd

(6)
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Como nos piden elalor méximo dee, derivamos la ecuacion anterior respecta ae
igualamos a cero.

dU_ (senicosi+ cogd)- serfd+cogd- 2senfcod) ]

dd (serd cosl+ coszor)2
senfcosl- serfd)- serfd+cos’d- 2semfcosf) .
| \ -
(serd cogl + cos?of)2

Al igualar a cero resulta que en principio son posibles dos soluciones

(- sertd+cos’d- 2sendcogd)|(serdcosf+cos’d)- (sendcosd- sertd)|

(semf coxf + cos?or)2 -0

serdcod + cos’d = serdcodd - serfd Y serfd+cos’d=0

Conduce a una relaciororcecta pero no relacionada con el problema ya que, la
solucién eg) =0 con lo que el suelo es horizontal.

La otra solucion posible es:

- serfd+cosd- 2semfcosi=0 VY cos2d- ser2d=0Y 1-tag2d=0 Y
Y tag2d=1 Y d=22,5°

Sustituyendo en la ecuacion (6)

) 0
(= S€N22580s225 serf22,5° _ 0172
sen22,5¢0s22,5%cos 22,5°

Vamos ahora a represenédrente aq .

0,2
0,18
0,16 o1t t0o0e,
0,14 *"'t B
0,12 3 S
0,1 - -
0,08
0,06
0,04

0,02 1
0 \

-0,02

*
*
.0

fraccién de lacuerda

0 10 20 30 40 50

angulo/®
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48.-Una particula puntual de masa m esta situado en lo alto de un
hemisferio de masa M. La particula comienza a deslizar hacia la derecha.
Se pide el angulag para el cual la particula abandona el hemisferio. El
angulo g se mide desde el centde la base del hemisferio. Se considera
que no existe rozamiento entre el hemisferio y el suelo ni entre la
particula y el hemisferio.

X

Calcular el valor degcuando m=M, m<<M, m=100 M.

Este problema es una variant uho clasico en el que se considera que el hemisferio
esta fijo. Aqui nos encontramos quenmsise mueve hacia la derecha el hemisferio se
desplaza hacia la izquierda.

En la figura 1 se consideran dos sistemas de referencia: OXY y O’X"Y". El primero esta
ligado al suelo y es un sistema inercial, el segundo esta ligado al hemisferio. En el
instante t=0 ambos sistemas son coincidentes

vy Y’ Y
4 a4 e h
; 1 A
\ |
X /
(e )fe) "X o X O X
t=0 t=t
Fig.1

El instantet=t se considera cuando la masa puntoake desprende del hemisferio.
Durank ese intervalo de tiempo el sistema O'X"Y" es un sistema no inercial ya que el
hemisferio se esta acelerando por la fuerza de reaccion N’. En la figura 2a se indican
las fuerzas que actian sobre la masa puntual (cuando todavia no se ha separado del
hemiderio) y en la 2b las fuerzas que actuan sobre el hemisferio. N” es la reaccion a N y
esta aplicada en el hemisferio, mientras que N lo estad en la masa purimnie los
instantest=0 y t=t , N existe y da una componente horizontal que empuja al
hemiderio hacia la izquierda produciendo en él una aceleracién y por esta razon el
sistema O"X"Y” es un sistema no inercial , pero cuande separa dsl ya no existe

N” y por tanto a partir de ese instante O'X'Y" se desplaza con velocidad constante
constilyendo un sistema inercial.
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Ng
|1Mg

Fig.2a Fig.2b

Volviendo a la figura 1, designamos las velocidades respecto del sistema OXYZ con V
la velocidad del hemisferio hacia la izquierda en el instante t=tx e W\ a las
componentes de la velocidad migustamente en el momento en que se sepatsl de

lo que es lo mismo cuando t=t..

Respecto del sistema O'X"Y" las componentes de la velocidadde (+Vx; vy)

Para el sistema OXY, podemos aplicar el principio de conservacién de la cantidad de
movimientosobre el eje X.

mv, =MV, Y VX=%VX=0;{(1)

Desde el sistema O'X'Y’, la velocidad de m es tangente al hemisferio, esto es,
perpendicular a la recta OB, luego:

|
S
I

[¢)

tagd =

v, . ) o ) o
" +yVX Vv, =taglv, +V,)Y v, =taglv, +O )=tagity,1+0 (2

Desde el sistema de referencia OXYliaggnos el principio de conservacion de la
energia:

mghzém(vi +v§)+%MVX2
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Si R es el radio del hemisferio y sustituimasyMy, resulta:

mgR(1- cosﬁ)——mv +V? QagdeEl+L)]+ MGFv2 Y

2gR(1- cod) _ \/ 2gR(1- cod) @)

+(+ Oragta+ 2 ¢ V¥ 1+ tagd+ 0

Teniendo en cuenta que ¥s la méxima velocidad que puede recibir el hemisferio, ya
quea partir del instante t=t su velocidad no puede aumentar mas, puesto que no existe
fuerza que lo acelere y teniendo también presente gaew, siendoe una constante,

se concluye quexwebe tener un valor maximo y por ello derivamos la ecuacion (3)
respecto dg e igualamos a cero.

(1+ (1+ 0 Gag’d + L)(ZgRsemr) 2gR(1- cod) 21+ e)’ tagd

o§d
dv, _ (1+(1+ 0® Gag’d + @2 —0 ¥
dd ) 2gR(1- cog)
1+ 1+ Gag’d+ U
. A2 A o ,sed 1
Y (1+(1+L) Qag?’d + lj(ZgRserd) 2gR(1- cosl) @1+ e) o oo
v (1+o§1+(1+q - o+ e COf ¥ [coga+ 1+ O Gerd] =
é

— 2@_4_@1' coxl

cosd

a) Comog =U, cuandan= M , e=1, sustituyendo en la Gltima e@ié@n resulta:
[coszd + 2(1 coszd)] 4aeﬁoY 2-cogd=—2 _4Y cogd+ 2 =6 (4)
¢ cod = cosd cosd

Para resolver la ecuacion (4) recurrimos a un procedimiento de tanteo:
Paraqg=40° 5,8<6 ; Parg=42° 5,93<6 Paraq=43° 6,20>6;
Paraq=42,9° 6=6

b) Cuandan<<M, e=0
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2-codl

cosd+serfd = Y cosf=2- codY cosd:ZY d=48,2°
cosd 3

Esta es la solucion del problema clasico cuando el hemisferio esta quieto.

¢) Cuando m=100Me=100

codd+101sertd = 2027 202€0T & 2 14101-101c08d = 292 - 202¥
coxd cosd
Y 303- 100cosd = 202 cogd+ 202 _ 3,03 (5)
cod cosd

Resolvemos la ecuacién (5) por tanteo
Paraq = 15°, 3,02<3,03 ;Paraq=16°, 3,025<3,03Raraq=17°, 3,027<3,03

Parag = 18°, 3,028<3,03Rarag =19°, 3,03=3,03
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49.-Un cilindro hueco tiene un radio R, en el interior del mismo descansa
otro cilindro macizo de radio r, siendo r mucho menor que R. El cilindro
de radio r se gpara un angulo pequefio de su posicion de equilibrio y se
deja en libertad. Calcular el periodo de oscilacion en los dos casos
siguientes: 1) No hay rozamiento entre ambos cilindros, Il) existe el
suficiente rozamiento para que el cilindro pequefio ruede deslizar por

el interior del grande.

[) En el primer caso al no haber rozamiento, el cilindro pequefio de radio r desliza y el
movimiento de éste, es como el de un péndulo simple con la masa concentrada en el
centro de masas. El centro de masas de éiselra describe al oscilar un arco de radio

R-r, tal como se indica en la figura 1.

Fig.1

Sobre el cilindro de radio r acttan dos fuerzas el peso mg y la fuerza normal N con que
el cilindro de radio R empuja al otro cilirad El peso se puede decomponer en dos
fuerzas, una mg seqy otra mg cogy. La fuerza que hace oscilar al cilindro es mg
serny, pero para angulos pequefios podemos aproximar elgsahangulog expresado

en radianes y asi poder escribir:

Ld:o

d’d . d’d
R0 Y &R

mgd=-ma=-mUR- r):-mW

La ecuacion diferencial representa un movinoearmonico simple cuya pulsacion vale.

-9 Y T=2 R-r
R-r g

o

Qo

¥2=_9 vy
R-r

- oo

O
—
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Il) Las fuerzas que actlian sobre el cilindro pequefio son tres: peso =mg, empuje N y
fuerza de rozamientorFjue al no pasar por el centro de masas produce un momento.

Fig.2

Las fuerzas que hacen oscilar al cilindro y provocan aceleracion sobre él songmg sen
y Fr. Ademas el cilindro rueda sin deslizar debido al momento de la fuerza de

rozamiento respecto del centro de masa del cilindro. Las ecuaciones del movimiento
admitiendo que el angulipes pequefio son las siguientes:

Llevandolas ecuaciones segunda y tercera a la primera resulta:

mr U

-T=m0r Y gd= gd

— @)

r

rU Y U=

N w
wIinN

Cuando el cilindro pequefio da una vuelta completa su centro de masas describe un arco
de longitud  (R-r) al cual corresponde un angulo que designamob.con

Supongmos que el cilindro pequefio describe al rodar un andulcod lo que su
centro de mas avanza un trozo de arco dL, al cual corresponde un d@ngulo d
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En la figura 3 se observa quit :dd(R- r)). Si nos fijamos en dilindro que rueda

(para ello se ha dibujado una figura aparte) éste ha girado un anbudd nmidsmo
tiempo que el centro de masas describe un arco de longitud dL. Si el cilindro diese una

vuelta completa (2 radianes) el centro de masa hubiese a@mzb r metros, por
tanto:

2 radanes. db gp=dt dd(R - r)
2 r metros dL r r

Si derivamos la ultima ecuacion con respecto del tiempo obtenemos

d2b= d’d R-r

dt® dt> r

d’b . . .
Como —- es la aceleracion angularque segln la ecuacion (1)

2 _ . 2 _ i 2
d'dR ry 2gd _ ddR-r v d_d+g 9 4=0

U=- =.
at®> r 3r dt> dt> 3R-r
o 2
y2=2_9 ¢828_29 ¢ -, BR-T
3R-r ¢T=+ 3R-r 29
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50.-Un cohete posee una masa inicialoraonstituida por el armazon del
cohete y el combustible. Se dispara en posicion vertical. EI combustible se
consume de forma constante a razon dee dm/dt y se exgle con una
velocidad constante u con relacion al cohete. Si se desprecia la
resistencia del aire encontrar la expresion de la velocidad del cohete en
un tiempo t después de la salida.

El problema se resuelve mediante la aplicacion del principio segirakelel impulso
mecanico es igual a la variacion de la cantidad de movimiento.

En un tiempo t después de la salida del cohete la masa del coheter esy posee

una velocidad v. Transcurrido un incremento de tiedp@e expulsa una masa de
combustibleDm con velocidad u respecto del cohete. El cohete tiene ahora una masa
mo-rt-r Dy adquiere una velocidad ¥

1) Cantidad de movimiento del cohetfm, - J t)v

2) Impulso de la fuerza peso sobre el cohdte; - | t)gDt

3) Cantidad de movimiento del cohete inmediatamente después de la expulsion
(m, - 3 t- s p}(v+apy

4) Cantidad de movimiento de la masa expulsadanv, = -} pfu- v)

Como sobre el sistema cohemmbustible las fuerzas que se producen en la
combustion de los gases son interiores al sistema, entonces el momento lineal total del
mismo permanece constante.

(Mo - 3 thv-(my - 4 t)g t=(my - § t-) @Y(v+py- 4 ofu-v) ¥
Y (mg - 3 thv-(mg - 3 t)g oot (Mg - 3 thv+(mg - § thp vy -4 tpv) P+ Y

PV _du

Y -(my-jt)jgpt=(m,-yt Y -g=
(my - 4 t)g pt=(m, - § thp vy o 9=t Mot

Si Dt tiende a cero, separamos variables e integramos

v ts ~
. Jju Q Ju . m,
v = + dt=-gt+Z—|[Inim_-1t)-Inm_ | Y v=uln - gt
fi (@g = _J[ (M, - 4t)- Inm,] el

La manera anterior resulta tediosa de realizar, por lo que resulta mas rapido utilizar la
ecuacion general para un sistema de masa variable.

dv _C Cdm
m—=F+u—
dt dt
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Si la apli@amos al caso del cohete y consideramos la vertical dirigida hacia arriba como
positiva, tenemos que la masa al cabo de un tiempo t es:

= . e dm
mo-r t, F es la fuerza exterior FEmo-r t) g, la velocidadi esiu y —=-}

el signo menos de este cociente es debido a que el sistema pierde masa, en el caso de
que la ganase seria positivo.

dv _

v U
dt

(m, - 51)

(m,-st)g+uy ¥ fiv=i§ g+ gt Y
0 06 m, -}ty
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51.-Un vagén cargado de arena tiene una masa total M @ninstante
inicial, y se desplaza por una via mediante la accion de una fuerza
constante F con direccion horizontal. El vagén suelta arena debido a un
orificio que existe en el fondo del mismo, sienddn la cantidad
evacuada por unidad de tiempo. En el instante t=0, la velocidad del vagén
es nula. Hallese la velocidad y aceleracién del vagon en funcién del
tiempo.
. ” . __dv_C Cdm
Utilizamos la ecuaciopara un sistema de masa varlameOIT =F+ UE' Al cabo e

un tiempo t de iniciado el movimiento, la masa del vagon €Brivit, la fuerza exterior
es F y u, la velocidad de la arena respecto del vagon, es nula, por ir en él.

av __ ~,. _~ F . __F i
(M'mM)E—FY rfjv—rmdt Y V= cpn‘!n(M q:)m)+Cte

Cuando t=0, v=0

0=- iIn M +cteU Cte:iln M

gom gpm
v:-iln(M-qom)+ilnM Vv vt p_M
gpm gpm em M-opm
€ o
dv_F€ 1 A M-pmd & 1 ¢
a=—-= e QU= F
dt me M %M-qom)z_‘?g E(ﬁbi-(pmg
&M - cpnt H
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52.-Una pequeiia masa comienza a deslizarse por un plano inclinado de
angulo a. El coeficiente de rozamiento es directamente proporcional al
camino recorrido por la masde =ks).Calcular el camino recorrido por

la masa hasta que se para y la velocidad maxima que ha alcanzado en
dicho recorrido.

La masa cuando inicia su movimiento tiene una cierta energia potencial y carece de
cinética. Cuando se para no tiene ni energia cinética ni jeitelre energia potencial
perdida se ha empleado en el trabajo de rozamiento efectuado a lo largo del camino

recorrido.
5 ) @
W,, = fksmgcosUds = kmg cosu—2f
o}

Designamos con h , la altura que desciende la masa desde que inicia el movimiento
hasta que se para, teniendoaienta que el camino recorrido sobre el plano es s , se

deduce que:serU=£ Y h=s seJ, y la pérdida de energia potencial es:
Sf

mgs, senU.lgualando el trabajo de rozamiento con la pérdida de energia potencial

, .
kmg cosU> = mgs, senJ Y s, = 2tagu
2 k

El diagrama de fuerzas sobre el cuerpo nos conduce a

mgsenJ- F, =ma Y mgsenU- ksmgcosU= mﬂ = mgCiS: m%v Y
dt ds dt ds

2 2

Y f{gsend- ksgcosU)ds=fydv Y gssend- kgcosUSE:V?+Cte

Cuando se inicia el movimiento s = 0 y la velocidad es nula, luego Cte=0.
Para buscar la velocidad maxima derivamos la ecnalgda velocidad con respecto a
la variable s e igualamos a cero
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dv _ 2gsenJ- 2 kgscod)

\/ngserU 2kgcosU—Y — = =0 Y
2 ds

2
\/2gsserfJ- 2kgcosDS2

Y S:ta_g
k

Llevando el valor de s a la ecuacioén de la velocidad

\/ gt gUQerU kgcose tag’U _ ngerij_ gser?lf: [gtagUsenU
k k? kcosU ~kcosU k
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53.- Un rio tiene sus orillas paralelagy la distancia entre ambas es L. La
velocidad de la corriente es constante y de médulo u.

a) Con una lancha se desea ir desde A en una orilla, hasta B en la otra
orilla con la condicion de que la velocidad de la lancha sea la minima
posible (fig. 1a).

a) Determinar el valor de hinima.
b) Admitiendo que u>v (v, velocidad de la lancha), se parte del punto A
y se desea llegar a la orilla opuesta con una deriva minima, esto es, con

un valor de sninimo, (fig 1b). Determinar el valor de la velocidad.

a)

,_
<------—-Pp

En la figura 1la, v es la velocidad de la lancha, V es la velocidad resultante de la
velocidad del agua y de la lancha. La direccion de V es la recta AB, puesto que se
pretende salir d& vy llegar aB. En la mencionadfigura v es una velocidad cualquiera
y no la minima que es lo que pide el problema. Observe que son invariables uys.

Proyectamos las velocidades sobre los ejes X e Y.

VsenJ=u- vcosh ; VcosU=vserb Y tagﬂzmzi\?
vserb L
., . Lu
Y Lu-Lvcodb=svserh Y v=
L cosh +sserb

Como el problema nos pide la velocidad minima derivamespecto dé e igualamos
a cero.

dv _ - Lu(- Lserb+scosh)
db (Lcosh +sserb)’

=0 Y -Lserb+scosh=0 Y tagh=—=tagU

S
L
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A la vista de este resultado:

Lu B Lu _LuvL®+s® _ Lu

V.. = . _= - -
™ LcosU+ssed | L s L2 +82 P+s?
AB AB
—————
7Y
I
I .
L : V """""" f """"" \R Flglb
| \
v 9 g X
u

En la figura 1b se ha representado un valor cualquiera de s, que no es el minimo pedido
por el problema. R representa la velocidad restdtqgue corresponde a s.

" " ¢ , _U-VCOS) _ S
Rsenl =u- vcoso ; Rcodi=vserm Y tagi=—=—Y
vVsero L

v S:LU-VCOSC) (1)
VSern

Si s ha de ser minimo, derivamos s con respegte gualamos a cero.

ds _ vsemQrsem- (u- vcoso)@&coso

T o =0Y v?serfa- uvcoso+vicosa=0Y
2 viserto

. \%
Y c0so=-—
u

Sustituyendo el valor del coseno en (1), resulta:

- u
min > V
v, [1- v —Ju’- v?
2 u
u
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54.- Una particula P destgbe una trayectoria circular de radio R, con
velocidad angularwy aceleracion angula.

R es el vector de posicién de la particula respecto del centro de la
circunferencia. Determinar la velocidad y aceleracion de la partia
para un observador en repose dentificar las componentes intnsecas

de la acelera@n absoluta

El vector de posicién de P en un instante t, respecto r 9
de los ejes inerciales en O es:

R=Rcoy i +Rsen | conj =/ (t) 3\
El vector velocidad es su deada respecto del O Y

tiempo: 7 R

V'=- #Rsery | +/#Rcog | =¥ R- sen i +coy |)
[1]

El vector contenido en el paréntesis es un vector
unitario situado en una direccién perpendicular al
vector F?y como la trayectoria es una circunferencia
tiene la misma direcciégue la tangente, recibiendo
el nombre de vector unitario tangent. La
ecuacion anterior [1] se puede también escribir.

v=y RC

Ahora bien, si definimos el vector velocidad
angulanvcomo un vedair en h direccion del eje de
rotacionZ, cuyo sentido lo proporciona la regla del
sacacorchos, entonce}ﬁzwky si establecemos y
verificamos el producto vectorial=i? R [2]

“ Y

] c _c

0 0 ¥ |=¥ R-(senj i +coy |)

Rcoy Rsery O

C
V=

Resultado que al aatidir con [1] confirma la ecuacion [2].

Para calcular la aceleracion respecto de O, vamos a derivar el vector velocidad respecto
del tiempo.

L,' A3 A4 A A3

a=#%R(-sen/ i +coy j)+¥ R-(f#cos/ i - fitsery j) =
( /A SICJ) (i s/ /#C j)

=¥R(-sen/ i +cog j)- ¥’R(cos/ i +sery j)
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Cambiando=a modulo de la aceleracion angular resulta:
a=0 R 6eny/ i+ coy T)- ¥?R(cos/ r+se|7' T) =U R} ¥R [3]

El primer vector de [3] es tangente a la trayectoria, se conoce como aceleracion
tangencial, mientras que el segundo tiene direccion radial con sentido hacia O como
indica el signo menos, se conoce como aceleracion radial o centripeta.

Si derivamos la ecuacion vectorial [2] respecto del tiempo inmediatamente obtenemos
también la aceleracion.

S=¥ Rev: B= Reve (W(f:?’ |\?/) [4]

Estando por definicion el vector aceleracion angui@n la direccion del eje de
rotacion y susentido coincide con el d&/, en el presente caso. En consecuencia
o -
U= Uk
El primer sumando de [4] es la aceleracion tangencial y el segundo en la aceleracion

centripeta. Verifiquese que sale igual que en [3]; edeck los productos vectoriales
gue aparecen en los dos sumandos de [4].

Una alternativa inmediata y breve es la siguiente:

Utilizando coordenadas polares el vector de posicid?a?:esﬁ; derivando respecto del
tiempo vy considerando que derivada de un vector giratorio de médulo constante

- : , : i _C.C
(demostracion obvia que esta en cualquier texte%tés W3 U,

~ C
GoOR _pdi, _ C ¢

dt dt

Volviendo a derivar.

C
a
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55.-Una plancha de masa pnesta situada dare un suelo horizontal,
siendom el coeficiente de rozamiento. Una barra de masaynongitud

L se apoya por un extremo sobre la plancha y forma con la vertical un
angulo a, por el otro extremo esta articulada en due permanece fijo
(ver la figura inferior). El coeficiente de rozamiento entre la planchay la
barra esm.

a) Mediante una fuerza horizontal faplicada en la plancha se desea
gue ésta se deslice hacia la izquierda a velocidad constante, determinar
T1. b) Realizar el mismo caso pero paraegla plancha deslice hacia la
derecha.

LSS S

a) Cuando la placha deslice hacia la izquierda los diagramas de fuerzas sobre la
plancha y la barra son los siguientes:

ANS

=

Fop = mb Nb

TI ¢ Nbpl pr

Fr=mNs v

y
mpg

Fuerzas sobre la plancha:

Peso dda plancha= mpyg ; Fuerza que el suelo ejerce sobre la plancha = N
Fuerza con que la barra empuja a la planchg,= N

Fuerza de rozamiento entre la plancha y el suetg =F

Fuerza de rozamiento entre la plancha y la barrg = F
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Fuerza aplicada ea plancha para que deslice hacia la izquierda con velocidad
constante=T

Fuerzas sobredbarra:

Peso de la barmmwg ; Fuerza con que la plancha empuja a la barpa :AMs
fuerzas Npy NpbSon accion y reaccion y por tanto tienen el mismo n@dul

Fuerza de rozamiento entre la barra y la planchagy EaS fuerzas fpy Npp SOn accion
y reaccion y por tanto tienen el mismo maédulo.

Reaccion en la articulacion A =aREn la figura se ha dibujado en una direccion
cualquiera, pues a priori puede saberse como esta dirigida.

Como la plancha desliza a velocidad constante se cumuéeia suma de todas las

. . C _FaR=0
fuerzas aplicadas debe ser nigprF=0 Y
fak =0

T -e,N.-€,N,, =0 ; No=mg+N, ¥V T -¢,(mg+N,)-g,N,, =0 @

La barra se encuentra en reposo, si empleamos lacdondle que la suma de los
momentos respecto de la articulacion A es cero, evitamos introducir la reaccion en la
articulacion R y asi calculamos directamente la reaccign Nos momentos que sean
perpendiculares a la barra y dirigidos segun el dibagahfuera del papel, se tomaran
positivos y en sentido contrario negativos

mbgd'—("SerfJ- N, @ Genl- F,Q @osU=0Y M9 en)- N,serJ- F cosU=0
2 2

M3 gen)
2

Mg s~ . . ,
Y —22@enJ- N, send- mN, cosU=0Y N, = 2 _
2 °P 8 oo " serlJ+eg, cosU

Sustituyendo b} en la ecuacion (1)

. mygserld
Ti-e,myg- 5, +8b)02(ser£l+abcoso) =0
. .. mygseny
o u :epmpg+(sp +8b)02(serfiabcoslj) @
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b) El diagrama de fuerzas cuando la plancha desliza hacia la derecha
ANs

Fop = M Npp

< pr
Tp
Nbpl '

Fro= MNs

\ 4
Mp

Aplicando de nuevo las condiciongsF=0a la plancha y§ M =0a la barra, resulta:

T, - ap(mpg+ Nbp)- g,Np, =0 (D

mbg('i@erﬂ- N,, @ GenU+F, A @osU=0Y M9 yenid- N,serJ+F, cosU=0
2 2

M9 3o

- Mg . o o o . 2
Y —22@&enJ- N, send+ mN, cosU=0Y N, =—=% .
2 °P 6 p " senU- g,cosU

Sise compara con las ecuaciones anteriores resulta que la Unica diferencia es cambiar un
sSign mas por uno menos.

_ .. m.gserlJ
T =e,m,g+(, +Sb)02(serl]-sbcoslj) S

Si se compara ton Tp resulta que siemprep®T,, ademas puede ocurrir que Jea
infinito si se cumple que senJ=¢, codJY ¢, =tagU, con locual es imposible

deslizar la plancha hacia la derecheesgi? tagU.
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56.- Una particula se encuentra inicialmente en lasguina superior
(punto A) de um puerta rigida que gira alrededor de un eje vertical con
velocidad angular constanta¥. La particula se mueve por el borde
superior de la puerta con velocidad constante Determinar, expresando
los resultados en el sistema maovil S°, que gira solidario con la puerta: a)
velocidad relativa de arrastre y absoluta de la particula en fadncdel
tiempo, b) aceleracién relativa, de arrastre, complementaria y absoluta
en funcion del tiempo

z1 7
.
h Tl
A
01)Qi Ly
. :
|~
~L
X X

., . Lo . Y o, u U
La ecuacion cinematica de velocidades esv =V, +¥3 ri+Vi

a) La velocidad relativa, es decir definida desde los ejes movilés erle:
& -
Vi=- V,iij

En este problema, la velocidad de arrastre debida al movimiento de los ejes mdviles
resulta:

Por no efectuar traslacion, =0

Debido a la rotacion vale: ¥3 h = '{I?F (hl\(. +(1- vot)ivi): (e vot)}’i

. C - -
La velocidad absoluta = - v i i+1r(| - Vot)j i

C) La ecuacion cinematica de aceleraciones es:

d) g:%ﬁ% (%3 ﬁ)+%3ﬁ+2$3 Gi+ &
A

i C

La aceleracion respecto de los ejes mc')\kg'es % = %( Vo i) =0

Las aceleraciones de arrastre:
\ 3

aOi :0
¥2 (¥3 1) =vk? v(l- v, t)fi=-¥2( - v,t)
¥

C o
—3ri=0; pues¥-=cte
dt

., C
La aceleracion de arrastre vale: =- xz(l - vot)

arrastre”

o
L

—
L
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La aceleracion complementaria o de Coriolis:
C C, C ~ v -
ac =2¥3 v=2vK;s vo(- Ii)=- 2% Vi

. ¢ - -
La aceleracion absdlr  a=- (- v t)ii- 2¥v, ji
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57.-Un satélite de la Luna se encuentra a una altura h de su centro. Va
provisto de una camara fotografica de distancia focal 500 mm. En la
Tierra existe una camara igual a la anterior. Seealizan al mismo
tiempo dos fotografias de la Luna, una desde la Tierra y otra desde el
satélite. Los diametros de la imagen de la Luna obtenidos en cada caso
son d= 4,5 mm y 250 mm. Determinar el periodo de rotacion del
satélite.

La intensidad del cenpo gravitatorio en la Luna es 1/6 del de la Tierra.
La distancia Tierra Luna es D = 380000 km.

La distancia Tierrd.una es tan grande que en la camara fotografica situada en la
Tierra se obtendra una fotografia completa de la Luna y la imagenteatdastn el
plano focal.

Fig.1

La figura 1 es un dibujo (no a escala) cuando la fotografia se hace desde la Tierra. De
los triangulos se deduce:

s
D_f ¢ g -Dd_360000n&5.10%m 0
R, d 2f 200.10

2

Cuando la fotografia se hace desde el satélite no se puede abarcar toda la Lume sino
parte de ella, como indica la figura 2 (no esta a escala).

Fig.2
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El anguloa es complementario dbl De la figura 2 se deducserb = %

i h2_ RZ
L L
h-Rysem _ f _2f —h_RLd%zﬁy __h 2
R, coH d, d, R 1. R? d, Ry h?- R2 d,
2 L h? h

. /h?- R? . 2 3 2 2
vy R 2y e me A pey =R 1+ A S 1720km 1+4.(500.1(?2
(250.10)

RL 2 2 2

h =1710km@/17 = 7051km

La fuerza de atraccion gravitatoria entre la Luna y el satélite, de niagpaoporciona
la fuerza centripeta de éste.

- 2 4
MM mv? GM, _2h __, [h
h h h GM,

La intensidad del campo gravitatorio en la superficie de la Luna es:

g _GM
L RE

Y GM,_ :gLRi

El periodo de rotaciéon del satélite vale:

T=2h|-1_ 5 _2Zh|h 277051 705110 =5,4.10's° 15horas
g R, R_\g 1710
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58- Se laaza un cuerpo de masa m, considerado puntual, con una
velocidad inicial vertical v. La resistencia que opone el medio es

directamente proporcional a la velocidad R = kv.

a) Determinar la ecuacion que relaciona la velocidad con el tiempo

b) Dibujar juntas las graficas de la velocidad en el caso indicado y si no
hubiese resistencia del medio.

c) Calcular para ambos casos la altura alcanzada por la masa m.

Datos g = 10 mA k=0,4Ns/m, v = 20 m/s, m= kg

a) Al ascender el cuerpo existensdfuerzas wicales dirigidas hacia abajo. Si k es el vector
unitario en direccién vertical y hacia arriba, escribimos de acuerdo con la segunda ley de
Newton
a)
C_ v .
(mg+kv)(- l?): ma:m% Y -(mg+kv)= m%Y d=-— I
+

|- OO

m@mo
3=

Para resolver la ecuacion diferencial hacemos el siguiente cambio de vargable-v =} y
m

de aqui
k
—dv=d
m
Sustituyendo
m
it = - n—”kd)l Y t=- mIn; +Cte=- mIn‘i’i@+£v6+cte
| k k ¢ m =

Segun las condiciones iniciales, cuando t =0, v = velocidad inicial = v

o

cte:mlngg+£v08
k ¢ m =+
La ecuacion del tiempo
m Ot aVe K gt i, 8 ko
t=2hn rl? Y eMm-= T Y g+—v=gg+—v,ce MV
g+7v g+7v m (} m -
m m
o ~ _kt
v:m‘?‘ag+£v08em-m @
kg m "=+ k

b) Sustitumos los datos del problema en la ecuacion (1)
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. .04
v 190+ 94608 1 . 1 ag=456 04t o5
04¢ 1 =

Si no hubiese fuerza resistente, el movimiento de subida es uniformemente retardado

v =20- 10t

N
(6]

N
o

=
()]

=
o

velocidad , vim.s™

0 02040608 1 12 14 16 18 2 272

tiempo/s

c) La altura alcanzada cuando no existe fuerza resistente es:
1 . o
h=v_- Egt:ZOCZ- 5@ =20m
Cuando existe fuerza resistente:
U Uy 04t 4 . -04ta 10 v
h'= fy dt =@5@' - 258dt =45& Ve —o0- 25t Y
0 0 - C +
h=-1125¢ %4Y11125. 250

En la ecuacién de ht ,significa el tiempo de subida, es decir, el tiempo que tarda en anularse la
velocidad.

0=450" %% _25 ¥ In i—: =.040Y (=1469s

f— 112’5@' 0,4*1,469

+112,5- 25Q0,469=14,2m
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59.- Dos planos forman entre sin angulo a = 60° y se disponen sobre
un suelo horizontal en la forma que indica la figura inferior

300 30

60°

Sobre estos planos se sitla un cubo de arista a. Si no existe rozamiento
entre el cubo y los planos, determinar como han adocarse el cubo
entre los planos para que se encuentre en equilibrio.

Para que el cubo se encuentre en equilibrio las fuerzas que actien sobre él deben
cumplir dos condiciones: una que la suma de esas fuerzas sea nula, otra que el
momento resultante edas fuerzas respecto del centro de masas del cubo sea nulo.

Sobre el cubo actldan tres fuerzas, las dos reacciones de los planos y su peso. En la
figura 1 se ha colocado el cubo en una determinada posicion y se han dibujado las dos
reacciones de los plas.

Fig.1

Las fuerzas de reaccion de los planos sobre el cubo son perpendiculares a las respectivas
paredes, ya que no existe rozamiento. En la figura 1 se observa que dichas fuerzas crean
momentos respecto del centro de masas del cubo. Se infiere guesi@ existen dos
posiciones para las que los momentos sean nulos y ambas se encuentran dibujadas en la
figura 2.
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Fig.2

De las dos posiciones de equilibrio sera estable la que tenga el centro de masa mas bajo
respecto del suelo horizontal. De laufig 2, dibujada a escala, se observa que es mas
estable la posicién b).Calculamos las alturas del centro de masas (CM) en cada caso.

Llamandoa al &ngulo que forman los planos entre si.

h=0A+A CM =

agU— CM,B _ a\/—g v b= a\/Ev a V2 =1,225a
5 h 2h 5 tagy 2 tag30
2

—+
[
[
|
=y
[
I

No siempre la posién b) tiene el centro de masas mas bajo que la posicién a). En la
grafica inferior se han representado los valores de hy h” en funcion del angulo alfa.



h/a ;h'/a

yd
7

Sl
4\.\%2

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

angulo /grados
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60.- En la figura inferior P es una plataforma que puede deslizarse
verticalmente hacia abajo. Encima de ella @&ssituado un cuerpo de
masa m unido a un muelle con uno de sus extremos fijo en el techo.
Inicialmente el muelle no esté estirado ni comprimido.

Si la plataforma comienza a moverse verticalmente hacia abajo wosa
aceleracion a

1) Determinar el alargamiento del muelle cuando el cuerpo se separe de
la plataforma y el tiempo que transcurre.

2) El alargamiento maximo que experimenta el muelle.

3) Estudiar el movimiento del cuerpo a partir del alargamiento maximo
del muelle.

techo

suelo

1) En la figura 1 se representa el proceso:

Fig.1



1) Estado inicial, tiempo t=0

2) La plataforma se ha desplazado hacia abajo una distantwadavia el cuerpo m esta
en contacto con la plataforma

3) Cuandeel alargamiento del muelle es x, el cuerpo y la plataforma se separan, en ese
instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v hacia abajo

4) Una vez separados plataforma y cuerpo, como éste tiene velocidad v hacia abajo se
seguira alargando el ralle hasta que la velocidad del cuerpo sea cero.

En (1) actian sobre el cuerpo dos fuerzas el peso mg y la reagajre Ms la fuerza

que ejerce la plataforma sobre el cuerpssmy

En (2) situamos un sistema de referencia sobre el cuerpo, por tentefegencial es

no inercial. Sobre el cuerpo actta el peso, mg vertical hacia abajo, la fuerza eléstica del
muelle, kx, la fuerza con que la plataforma empuja al cuerppy M\ fuerza inercial,

ma. Estas tres fuerzas actian en direccion verticatialarriba. Para el observador no
inercial, se cumple:

mg=kx, + N, +ma

En (3) el cuerpo esta justamente desprendiéndose de la plataforma y en ese instante cesa
la fuerza entre el cuerpo y la plataforma, y se cumple:

mg=kx +ma Y x:—m(gk_ a)

Enese mismo instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v = at. Ambos se
han movido con movimiento uniformemente acelerado y ha recorrido la distancia x

x=lag vy tzwfg - [2mig- &)
2 a ka

2) En (4) el cuerpo alcanza el maximo desplazamiertoyxsu vela@idad es cero.
Tomamos como nivel de referencia de la energia potencial la posicion que ahora ocupa
el cuerpo e igualamos las energias en (3) y (4). En tres existe energia elastica del
muelle, energia potencial gravitatoria y energia cinética, en (4iaretastica

2
%kxﬁ1 :%kx2+mg(xm - x)+%mv2 Y %2 :x2+2mg(xm - x)+mV

Sustituimos X y v por sus respectivos valores:
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._2mg _m?(g-a)° 2mgem(g- a)e, maZéZm(g a)0 _
kT e K € kK B k"8 xa 9

2

=" Jlg- o - 20(g- o)+ 2alg- & =T (o- allg- - 20+22)¥

2
xz-2MO, Mg a)-g+a) ¥ XA -

2 X = 2mg
k k2

X - Ln ( g -a2ag):

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

2mg , [4m*g® 4m?

K \/ KK b g- o +2a9) mg ., m ,

X, = = °c—,)a2g-a)yY
2 k k

X :%(g ° 1/aiZg- a) )

De las dos soluciones de la ecuacion debemos escoger aquella qua¥aga x
Si 1/5]29- a)>a debemos elegir el valor positivo

a(2g- a)>a’Y 2ga- a®*>a’Y 2g-a>aY 2g>2aY g>a

Como es cierto que g es mayor que a, elegimos la raiz positiva

X :%(gh/aIZg- ai)

3) A partir de la posicion de maxima elongacién el cuerpo efectuard un movimiento
vibratorio armoénico, siendo su posicion de equilibrio cuando el peso iguale a la fuerza
elastica

mg=kx, Y x, =—

o (o]

Xo €s el alargamiento del muelle respecto de la posicion (1) de la figura 1. Si L es la
longitud natural del muelle la posicién de #diguo dista del techo L+x
La amplitud del movimiento es:

A=X,-X, :%,/aQZg- a)

El periodo del movimiento: T =2~ \/%
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61.-Se considera a la Tierra y a la Luna en un mismo plano respecto del
Sol. Dibujar el movimiento de ambos tabmo los ve un observador
situado en el Sol.

Distancia Tierrai Sol 1,49.18km , distancia tierra Luna 3,8.10km

La Tierra describe aproximadamente una circunferencia respecto del Sol a lo largo de
un afloLa Luna describe alrededor de la Tierra unauciferencia a lo largo de un mes.
Sobre el Sol tomamos unos ejes coordenados fijos tal como indica la figura 1.

YI
s i
¥ Lt
7.7
‘ o ~5
o _ 7 = *K.’z - —X'
A R é’”' BT
"
- £ — P o ———
S x L x
Fig.1

Suponemos que en el tiempo t=0 la situacion de la Tierra y de la Luna es la indicada en
la figura.. Un tiempo después t , La Tierra leaatito el &ngula@ y la Luna un angulo

ga.
d, =v,t

Teniendo en cuenta que la Tierra tarda 12 meses en describir una circunferencia, se
deduce que

Las coordenadas de la Tierra respecto de los ejes XY sonuanseg:

X; =Rcod, = Rcox,t = Rcosgt

Y, =Rserd, =Rsernr,t = Rsengt

La Luna describe respecto de la Tierra una circunferencia al cabo de un mes, su
velocidad angular es.

Las coordenadas de la Luna respecto de los ejes X"Y” son:
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X, =rcodd, = Rcog,t =Rcos2" t
Y, =rserd, =Rsernr,t =Rser2’ t

El vectorP=R +r y sus coordenadas respecto de los ejes XY son:

X = Rcosgt +rcos2” t=1,49.10 COSEt +3,8.10°cos2’ t

Y = Rsengt +rsen2” t=1,49.1C sengt +38.10se2’ t

En un mismo grafico representamos la trayectoria de la Tierra que es una circunferencia
y la de la Luna. Dado que el coeficiente del primer término de las eneacnteriores

es mucho mayor que el segundo y lo que se pretende es comparar las formas de las
trayectorias de la Tierra y de la Luna vistas desde el Sol, lo que hacemos es representar
las ecuaciones siguientes

A= 1490.cosét +38.co" t

B= 149OSenét +38.10sem’ t

La representaciose ha hecho durante un periodo de tres meses.

De esta forma es posible apreciar el movimiento de la Luna, que unas veces se
encuentra mas lejos del Sol y otras mas cerca, y ademas se observa codmo corta a la
orbita de la Tierra
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62.-Una particula efeala un movimiento vibratorio armonico a la largo
del eje x, siendo la posicion de equilibrio x=0. En un determinado
instante la posicion de la particula es=x25,0 cm y su velocidad»100
cm/s. Determinar su posiciéon y velocidad cuando hayan transcuside
2,40 segundos después del instante anterior y la longitud recorrida por la
particula en ese tiempo. Datw=4 s'.

Las ecuacioesgenera¢sdel movimiento armoniceon:
N\ o dx )
x=Asen(yt+/) Y V= TATC Grs+/)

Designamos con t=0 el instante en que la particula posee la velogigad posicion
Xo.

Las ecuaciones anteriores para t=0 son:
2

. - Y g
x,=Aserny ; v, =A¥coy Y x2=A%sertj ; 2% =A%cosy Y
¥

2

2 2 2
Y x§+v—°2X:A2Y A:\/x§+v—°;:\/252+1002 =25/2cm
¥ ¥ 25

'y 25
= tag: — =
Vv 100

1Y =45°=Zrad

ox

Sustilyendo estos valores en las ecuaciones generales resulta:
x = 252 serfdt +28: 25\/§sergéf("'2,4+z8= -29cm
¢ - ¢ -

v = 252 Glcogt +28=100\/§cosgé@,4+28: -8
c = c = S
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63.-Una plataforma se desplaza en direccion vertical segun la ecuacion
y=A (1-cos wt), siendo A = 0,5 m yw= p s’. Sobre la plataforma esta
situado un cuapo de masa m= 1 kg

a) Determinar la trayectoria, velocidad y aceleracion de la plataforma.

b) Calcular la fuerza N con que la plataforma empuja a la masa m.

c) Calcular el valor de A minimo para que desaparezca el contacto entre
my la plataforma.

d) Si A = 1,8 m, calcular en qué lugar de la trayectoria de la plataforma
cesa el contacto de m con ella.

Si tenemos en cuenta las relacionetadeslocidadv y aceleracién con y

_dy

d’y
v t:Axsem"t ; a:F:szcosxi

Ahora representamos los valores de y, v y a frainiempo

1,2

oo LN LAY
ol LN LT
0s )( \ )(

VAR
NFANERVAEEAY

0 05 1 15 2 25 3 35 4

y/m

tiempo,t/s

1,5 1

0,5

velocidad, v/im.s *

o V()
3’

0 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s
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aceleracion, a/m.s ?

TR
e olg

0 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s

Al analizar las gréficas deducimos que la plataforma se desplaza hacia arriba y hacia
abajo siguiendo un movimiento periédiéo= — = 2s
¥

siendo la distancia maxima 1 m. La velocidad es nula en los extremos de la trayectoria
maxima en el centro y la aceleracion es maxima en los extremos y nula en el centro. En
el esquema de la figura 1 se indica los sentidos de la velocidad y aceleracion.

1m B

Fig.1

En la posicidn A la velocidad es nula y la acelémachaxima en sentido positivo. De A
a B la velocidad aumenta y la aceleracion disminuye en médulo y su sentido es positivo.

En B la velocidad alcanza su maximo valor y la aceleracion es nula.

Entre B y C la velocidad disminuye (siendo positiva) y lalesaeion aumenta en
sentido negativo. En C la aceleracion es maxima y de sentido negativo y la velocidad es
nula.

Entre C y B la velocidad aumenta (siendo negativa) y es maxima en B, de Ba C
disminuye hasta anularse en A. La aceleracion entre C y B asivaey disminuye
haciéndose nula en B, luego entre B y A aumenta en sentido positivo y es maxima en A
A partir de 2 segundos el ciclo se repite.
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b) Si escogemos una situacién de la plataforma entre A y B cuando se desplaza en
sentido positivo, las fueas que actian sobre la masa m estan representadas en la figura
2.

Fi= ma v
mg

Fig.2

Se considera un sistema de referencia ligado a la masa m y por tanto no inercial, por
esta razon se incluye una fuerza de inercia.

N=mg+Fi=mg+mAv¥2cosyt=g+A~¥?cosyt=98+05@,14° (¢0s3,14Q

Si en la ecuacién anterior damos valores a t y hacemos la representacion grafica
obtenemos la grafica siguiente

16
e L »

R AR ‘

10

N en newton

o N M OO

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s

Teniendo en cuenta que N siempre es positivo de deduce que la masa m siempre
permanece sobre la plataforma.

c) Si desaparece el contactdrerm y la plataforma el valor de N es nulo. Fijandonos

en la gréfica de N frente a t se deduce que este hecho tiene lugar es en la posicién
superior ya que entonces la fuerza de inercia y el peso tienen la misma direccion y
sentidos contrarios.



N=0=mg+Fi Y mg=FiV -mg=mAr2cox tY A= 2-g = 92 Y
12008t 20052 "
T 2
Y A= gzzg'g_lm
2

La representacion gréfica de N frente a t para esta situacion es la siguiente

25

20

15 A

10

N en newton

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s

d) Utilizamos la ecuacion
N=mg+Fi=0 Y -g=Av?cosyt Y cosrt=- gz=- 9’.3.32
A 1,80

Llevando el valor del coseno a la ecuacién de la posicion resulta:

=-0,55

y =A(L- cosrt)=181+0,55)=2,79m
El tiempo paraue ocurra el suceso anterior es:

cosyt=-055Y ¥vt=215Y t:2’,—15:0,685

La grafica de N frente a t es la siguiente:

N en newton
&
o—1
—
o—1
—

10

L L VLT

0o 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s
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64. En el sistema de la figura inferior las masas son iguales y el muelle
estd comprimido una distancia x respecto de su longitud natural en
posicit vertical. Ambas masas estan unidas mediante una cuerda.

Si se rompe la cuerda, determinar a partir de qué valores de x la masa
inferior que esta apoyada sobre el suelo salta de éste.

La constante elastica del muelle es k.

En la figura 1 indicamos amarcha del proceso. En 1 el hilo que mantiene unidas a las
masas se rompe, el muelle comienza a estirarse y en 2 adquiere su longitud natural, en 3
el muelle se estira mas que su longitud natural, la masa m inferior sigue pegada al suelo
y la masa m super tiene una cierta velocidad vertical dirigida hacia arriba

Fig.1

La energia almacenada en 1 vale
La energia en 3 es: potencial respecto del suelo + energia elastica almacenada
en el muelle estirado = + energia cinética de la masa m superior =

De acuerdo con el principio de conservacion de la energia:

(1)



